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Iskreno se zahvaljujem mentorju za vso pomo£, nasvete in predloge. Ob pisanju
magistrske naloge sem se nau£il ogromno novega.




Obravnavam magnetno ne£isto£o, sklopljeno s kovinsko oz. superprevodno podlago.
Sistem opi²em s Kondovim modelom. Formuliran je problem, nato pa je predsta-
vljena metoda numeri£ne renormalizacijske grupe, ki je standardna numeri£na me-
toda na tem podro£ju. Uporabil sem jo za izra£un spektralne funkcije ne£isto£e, ki
ustreza lokalni gostoti stanj. V njej se pojavi resonan£ni vrh pri Fermijevi energiji,
ki je tipi£en za Kondov pojav. V primeru s kovinsko podlago nas zanima, kako se
vrh obna²a v odvisnosti od premika energijskih nivojev ne£isto£e. Opazimo, da se
Kondov pojav zadu²i, £e ne£isto£o zmotimo z motnjo, ki je po velikosti primerljiva
s Kondovo energijsko skalo. V primeru s superprevodno podlago sem se osredoto£il
na diskretna stanja, ki jih opazimo v superprevodni reºi. Poloºaj in razcep vrhov
razloºim s pomo£jo diagramov energij najniºjih v zbuditev sistema.
Klju£ne besede: Kondov pojav, numeri£na renormalizacijska grupa, spek-
tralna funkcija, Yu-Shiba-Rusinova stanja.
PACS:71.10.-w, 71.15.-Dx, 71.27.+a, 71.70.-d, 72.10.Fk, 72.15.Qm

Abstract
The problem of a magnetic impurity, coupled to a metal or a superconducting bath
is treated. The system is described using the Kondo model. We formulate the
problem, and present the numerical renormalization group method, a standard nu-
merical method in the eld. It is employed for calculations of the impurity spectral
function, which corresponds to a local density of states. We observe a resonance
peak at the Fermi level, which turns out to be typical for the Kondo eect. In the
case of the metal bath, we are mostly interested in the behaviour of the resonance
peak and its dependence on the impurity energy levels. The Kondo eect fades when
we disturb the impurity with a perturbation, comparable in strenght to the coupling
energy scale. In the superconducting bath case, focus is on the discrete states that
appear in the superconducting gap. Position and splitting of the subgap states is
understood using the energy level diagrams of the lowest laying excitations of the
system.
Keywords: Kondo eect, numerical renormalization group, spectral func-
tion, Yu-Shiba-Rusinov states.
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V kovinah, ki vsebujejo magnetne ne£isto£e, sipalni procesi vodijo do nepri£ako-
vanih termodinamskih in transportnih lastnosti pri nizkih temperaturah. Pojav
imenujemo Kondov pojav. Njegove posledice so bile prvi£ opaºene v tridesetih letih
20. stoletja, ko je W. J. de Haas s sodelavci meril upornost kovin pri nizkih tempe-
raturah. Pri temperaturah reda nekaj Kelvinov so odkrili minimum upornosti, ki se
ne sklada s preprostimi modeli, ki napovedujejo monotono temperaturno odvisnost
upornosti. Izkazalo se je, da je odstopanje posledica ne£isto£ v kovini, a je bil pravi
izvor pojava pojasnjen ²ele trideset let kasneje. Perturbativna re²itev, ki jo je leta
1964 predlagal Jun Kondo, sicer zadane bistvo problema, a se je izkazala za ne-
zikalno v limiti nizke temperature. Kondov model sipanja elektronov na ne£isto£i,
ki vsebuje tudi procese, pri katerih se spin ne£isto£e ne ohranja, sicer dobro opi²e
eksperimentalno odkrit minimum, vendar napove logaritemsko divergenco v limiti
T → 0. Vpra²anje, zakaj perturbativen pristop ne deluje, in poskusi, da bi diver-
genco odpravili, so postali znani kot Kondov problem. Re²itev je pri²la deset let
kasneje, iz povsem nepri£akovane smeri. Kenneth Wilson, ki je znan po svojem delu
na podro£ju faznih prehodov in univerzalnostnih zakonov, je leta 1974 predlagal nu-
meri£no metodo, imenovana numeri£na renormalizacijska grupa (NRG). Omogo£a
numeri£en, a poljubno to£en izra£un stati£nih in dinami£nih koli£in za Kondov in cel
razred podobnih problemov. Wilson je priredil formalizem renormalizacijske grupe,
kot ga tipi£no uporabljamo za obravnavo faznih prehodov, ter ga uporabil za opis
sistema - magnetne ne£isto£e, sklopljene s kovino - na razli£nih energijskih skalah.
Videli bomo, da sta pojma skaliranja in univerzalnosti, tu sicer v energijskem pro-
storu, tesno povezana s Kondovim problemom.
Kljub temu, da je problem re²en ºe dobrih 40 let, ostaja relevanten. Za na
prvi pogled preprostim modelom se skriva kompleksna zika ve£del£nih sistemov.
Predvsem je Kondov model zanimiv za razumevanje mo£no koreliranih elektron-
skih sistemov in drugih modelov, v katerih so interakcije med delci mo£ne in jih ne
moremo razumeti perturbativno. Poleg tega je Kondov model eden redkih proble-
mov v mnogodel£ni ziki, ki je re²ljiv v celoti; metoda numeri£ne renormalizacijske
grupe nam omogo£a izra£un spektra hamiltonke ter vseh stati£nih termodinamskih
in dinami£nih koli£in. Ker so vse koli£ine relativno dobro znane, je Kondov model
zanimiv tudi kot problem, na katerem je mogo£e testirati nove numeri£ne in ana-
liti£ne metode. Poleg tega je zika ne£isto£ posredno zanimiva za velik del ostale
zike kondenzirane snovi, ko ºelimo opisati nepopolne kristale. e je koncentracija
ne£isto£ dovolj majhna, efekt ene ne£isto£e preprosto pomnoºimo z gostoto ne£i-
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sto£, obstajajo pa tudi naprednej²i modeli, kjer so upo²tevane tudi interakcije med
ne£isto£ami [1, 2].
V zadnjih letih se je z razvojem nanotehnologije, predvsem na podro£jih kvantnih
pik in vrsti£nih mikroskopov, zanimanje za ziko Kondovega modela ²e pove£alo.
Kvantno piko sklopljeno s priklju£ki lahko opi²emo s prakti£no enako hamiltonko
kot magnetno ne£isto£o v kristalu. tevilo elektronov na kvantni piki in podobne
parametre znamo dobro nadzirati v eksperimentih, s £imer je mogo£e simulirati
poljubno ne£isto£o oz. umeten atom. Eksperimenti s kvantnimi pikami nam omogo-
£ajo pregled nad parametri, ki morda sicer ne bi bili dosegljivi. Za ta magisterij bolj
relevantni pa so eksperimenti z vrsti£nimi mikroskopi (STM). Brez njih znamo izme-
riti kve£jemu povpre£ne lastnosti velikih kristalov, STM pa nam omogo£a meritve
koli£in to£no na mestu ne£isto£e. Te nato mnogo laºje primerjamo z izra£unanim.
Prav to je tema magisterija, v katerem bomo posku²ali razumeti spektralne funkcije
ne£isto£e, izra£unane z NRG.
Slika 1.1: Shema obravnavanega sistema: adatom, ki je sklopljen z vzorcem preko
magnetne interakcije, deluje kot ne£isto£a. Spektralno funkcijo eksperimentalno
merimo z STM, ra£unamo pa kot verjetnost prehoda elektrona v vzorec.
Obravnavali bomo primer adatoma na povr²ini vzorca, kot je prikazano na sliki
1.1. Adatom bomo modelirali kot magnetno ne£isto£o, ki je preko spina sklopljena z
elektroni v podlagi. Model sicer z minimalnimi spremembami opisuje mnogo drugih
sistemov, tako da se s posebnostmi konguracije ne bomo dosti ukvarjali. Podlaga
bo sprva kovina, kasneje pa tudi superprevodnik. Take sisteme znamo realizirati in
meriti v laboratorijih, dobro pa jih opi²e Kondova hamiltonka. Za model elektronov
v prevodnem pasu kovine bomo uporabili prost elektronski plin, superprevodnik pa
bomo obravnavali s teorijo BCS. Razumeti bomo posku²ali obna²anje spektralne
funkcije ne£isto£e. Ta ustreza lokalni elektronski gostoti stanj, zanimiva pa je tudi
zato, ker lahko prav to koli£ino merimo s tunelskim vrsti£nim mikroskopom; slika
1.2.
Za£eli bomo z zgodovinsko obarvanim uvodom v ziko Kondovega pojava. Izpe-
ljali bomo Kondovo perturbativno re²itev in videli, zakaj ni zikalna. Nato bomo
vpeljali numeri£no renormalizacijsko grupo kot numeri£no metodo za re²evanje pro-
blema. Pokazali bomo, kako skonstruiramo ter diagonaliziramo hamiltonko, ter
kako iz njenega spektra ra£unamo termodinamske in transportne koli£ine. Nadalje-
vali bomo z izpeljavo teorije BCS, kjer bomo pokazali obstoj vzbujenih stanj znotraj
superprevodne reºe. Sledi kratko poglavje o implementaciji NRG algoritma, kjer so
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omenjeni le koraki, ki odstopajo od ustaljenega postopka. Kon£no sledi poglavje z
rezultati, kjer je predstavljeno obna²anje spektralne funkcije ne£isto£e, najprej na
kovinski, nato pa na superprevodni podlagi. V dodatku je preko Greenovih funkcij
vpeljan koncept spektralne funkcije, ki jo razumemo kot lokalno gostoto stanj.
Slika 1.2: Eksperimentalne meritve. Levo: diferencialna prevodnost molekul CoPc,
adsorbiranih na zlati podlagi, izmerjena z STM. Koli£ina je sorazmerna spektralni
funkciji. Slika vzeta iz [3]. Vidimo oster resonan£ni vrh, ki je tipi£en za Kondov po-
jav. Desno: diferencialna prevodnost Manganovih atomov na superprevodni podlagi





Kvantne ne£isto£e in numeri£na
renormalizacijska grupa
2.1 Drudejev model
Drudejev model je prvi semi-klasi£en model upornosti, ki nam daje vpogled v procese
na atomski skali, ki upornost povzro£ajo. Leta 1900 ga je predlagal Paul Drude [5].
Njegove napovedi se ujemajo s takrat empiri£nim Ohmovim zakonom, predvidi pa
tudi monotono temperaturno odvisnost upornosti. V njem prevodni²ke elektrone
opisujemo kot klasi£en idealen plin. Elektrone pospe²uje elektri£no polje, ob tem
pa naklju£no proºno trkajo ob stati£ne gradnike kristala. Zapi²emo lahko gibalno
ena£bo za povpre£no gibalno koli£ino elektrona:
d
dt
⟨p(t)⟩ = eE − ⟨p(t)⟩
τ
. (2.1)
Prvi £len je elektri£na sila na elektrone, drugi £len pa opisuje sipanje elektronov, kjer
je τ povpre£en £as med sipanji. Izlu²£iti ºelimo prevodnost σ, ki povezuje elektri£no
polje z elektri£nim tokom:
J = σE, (2.2)
kjer je elektri£ni tok deniran z
J = nev; (2.3)
n je ²tevilska gostota elektronov, e naboj, v pa hitrost. Iz ena£be gibanja za elektrone







Ena£ba se ujema z do takrat empiri£nim Ohmovim zakonom, kar je eden od po-
membnih rezultatov modela. Poleg tega model napoveduje, da je upornost mono-
tono nara²£ajo£a funkcije temperature, kar je bilo ºe na za£etku 20. stoletja znano
eksperimentalno dejstvo.
Leta 1934 so meritve upornosti zlata, bakra in svinca pokazale, da kovinam
upornost ne pada monotono, temve£ ima minimum pri kon£ni temperaturi, ki je
tipi£no nizka, pod 10K[6]. Podobno obna²anje so kasneje odkrili tudi pri drugih
kovinah, a ga niso znali razloºiti.
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2.2 Kondov perturbacijski ra£un
Minimum upornosti pri kon£ni temperaturi je v nasprotju z Drudejevim, pa tudi z
bolj naprednimi modeli. Ti opisujejo fononske prispevke upornosti, ki zamrejo, ko
gre temperatura proti ni£. Hitro je bilo ugotovljeno, da mora nov pojav biti posledica
sipalnih procesov na ne£isto£ah, ki ne zamrejo z niºanjem temperature. Jun Kondo
je leta 1964 predlagal model, ki se dobro ujema z meritvami. Predpostavil je, da so
ne£isto£e magnetne (lokalna prostostna stopnja je spin) in pokazal, da to vodi do
sipalnih procesov, pri katerih se elektronom obrne spin. Take dogodke opazimo ²ele
pri nizkih temperaturah, ko mreºna nihanja pojenjajo.
Zanima nas obna²anje elektronov v kovinskem prevodnem pasu. Nemotenega







Vsota te£e po vseh valovnih vektorjih k v prevodnem pasu, σ pa ozna£uje spin
in zavzema vrednosti ±1
2
. εk je elektronska energija, ki jo bomo linearizirali okoli
Fermijevega nivoja. V Kondovem modelu so elektroni sklopljeni z N neodvisnimi
magnetnimi ne£isto£ami preko interakcijskega £lena








(c†k′↑ck↑ − c†k′↓ck↓)Szn + c†k′↑ck↓S−n + c†k′↓ck↑S+n
)︂
. (2.6)
Vsota te£e dvakrat po elektronskih valovnih vektorjih k in k′ ter po vseh ne£isto£ah;
n = 1, 2, . . . N . M je normalizacijska konstanta, ²tevilo prostostnih stopenj sistema.
Rn je poloºaj n−te ne£isto£e, njen spinski operator pa je ozna£en z Sn. J ozna£uje
jakost sklopitve. Deniramo ²e S± := Sx ± iSy, operator ki pove£a (+) oz. zmanj²a
(−) spin ne£isto£e za 1. Fizikalna interpretacija je slede£a: pri sipanju elektronov
na ne£isto£i dovolimo procese, kjer se spina elektrona in ne£isto£e ohranjata vsak
zase, to je £len s Szn. Moºni pa so tudi procesi, kjer se ohranja le vsota spina. Na
primer £len c†k′↑ck↓S
−
n opisuje sipanje elektrona iz stanja (k, ↓) v stanje (k′, ↑). Ker se
ob tem elektronu spin pove£a za 1, se ne£isto£i zmanj²a, kar opi²emo z operatorjem
S−.
Predpostavimo majhen J in obravnavajmo H ′ kot majhno motnjo H. Upornost
je sorazmerna verjetnosti za prehod med stanjema a in b na £asovno enoto, ki jo v
Bornovem pribliºku do drugega reda zapi²emo:

















kjer so H ′ab matri£ni elementi hamiltonke. Prvi £len opisuje direktne prehode a→ b,
drugi pa prehode drugega reda a→ c→ b, ki jih se²tejemo po vseh prostih vmesnih
stanjih c. Nadaljujmo z ra£unom za drugi £len, saj je ta bolj pomemben. Prispevek
prvega £lena k upornosti bomo ozna£ili z R0.
Zgornji zapis poenostavimo in verjetnost za prehod a→ b ozna£imo z J(a→ b).









Vsota te£e preko vseh stanj k′′ v prevodnem pasu, faktor 1 − fk′′ pa zagotavlja, da





ρ(εk′′)dεk′′ . Gostoto stanj ρ(ε) in J vzamemo za pribliºno konstantne. Integral












Zgornja meja integrala W ozna£uje zgornji rob prevodnega pasu. Prosta vmesna
stanja c, ki jih morajo elektroni dose£i v procesih drugega reda, so samo nad Fermi-
jevim nivojem. Sipajo se lahko le elektroni tik pod Fermijevem nivojem, ki imajo
dovolj energije, da doseºejo ta kontinuum prostih stanj. Pri neki temperaturi T pri-
bliºno velja, da imajo elektroni energijo blizu kT , torej je ²irina pasu elektronov, ki
se lahko sipajo, kar kT . S tem argumentom lahko ocenimo |εk − εF | ≈ kT . Kondov
rezultat se kon£no glasi
R(T ) = R0
(︄






Ujemanje z eksperimentom je sicer dobro, a je omejeno na majhen interval v tem-
peraturi. Logaritemska odvisnost divergira, ko T → 0. Ob upo²tevanju dodatnih
£lenov vi²jih redov v (2.10) lahko dolo£imo temperaturo, pri kateri napoved diver-
gira. Imenujemo jo Kondova temperatura, deniramo pa jo z
TK =
√︁
ρ|J |e−1/ρ|J |. (2.11)
Za zlitino AuFe s Fermijevo energijo εF = 5.5eV dobimo najbolj²e ujemanje z eks-
perimentom za J = −0.25eV([7], stran 10). Velikosti parametrov kaºejo na to, da
bi teorija motenj morala delovati, a upornost kovin seveda ne divergira pri T → 0.
2.3 Renormalizacijska grupa
Sredi 70-ih let 20. stoletja je Kenneth Wilson Kondov problem re²il s pomo£jo
nove metode[8], ki jo imenujemo numeri£na renormalizacijska grupa. Spada v ²ir²o
druºino metod renormalizacijske grupe, ki so takrat ºe bile v uporabi v kvantni
elektrodinamiki in ziki osnovnih delcev. Wilson je idejo priredil in apliciral na
Kondov problem.
2.3.1 Splo²no o renormalizacijski grupi
Renormalizacijska grupa je matemati£ni formalizem, s katerim raziskujemo spre-
membe lastnosti zikalnih sistemov, ko jih opazujemo na razli£nih velikostnih ska-
lah. Osnovna ideja je skalirna hipoteza, ki jo je postavil Leo Kadano [9]. Pravi,
da lahko skalirno invariantne sisteme, tj. sisteme, ki na vseh velikostnih skalah iz-
gledajo enako, na vseh skalah opi²emo s hamiltonko iste oblike. e hipoteza velja
med hamiltonkama pri dveh razli£nih skalah, H in H ′, deniramo transformacijo
renormalizacijske grupe R, da velja
H ′ = R[H]. (2.12)
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Skalirno invarianten sistem si lahko mislimo kot sistem sebi podobnih manj²ih kopij
samega sebe, ki med seboj interagirajo. Renormalizacija, proces v katerem iterativno
apliciramo transformacijo R, ustreza opazovanju sistema na vedno ve£ji velikostni
(ali energijski, £asovni) skali. Na vsakem koraku ostane zikalni opis sistema (hamil-
tonka) konstanten, spreminjajo pa se velikosti interakcijskih konstant med gradniki
sistema. Spreminjanje parametrov med renormalizacijo imenujemo tok renormali-
zacijske grupe.
Iz toka renormalizacijske grupe lahko izlu²£imo informacijo o skaliranju zikalnih
zakonov, ki dolo£ajo ziko sistema. V ziki kondenzirane snovi in statisti£ni ziki
tako preu£ujemo univerzalnostne zakone in fazne prehode. V kvantni teoriji polja, od
koder teorija izhaja, se uporablja za re²evanje problemov z neskon£nimi energijami.
O renormalizacijski transformaciji R ne znamo povedati dosti splo²nega. Deni-
ramo jo za vsak problem posebej. Tipi£no ni linearna in nima nujno inverza. Vedno
velja, da je dvojni korak (reskaliranje problema za dva reda velikosti) ekvivalenten
dvema enojnima korakoma. Od tod izhaja ime grupa, £eprav striktno velja, da R
brez inverza generira le polgrupo.
Kriti£ne to£ke, relevantni in irelevantni parametri
Opazovanje toka renormalizacijske grupe je najbolj zanimivo v ti. kriti£nih to£kah,
ko parametri ostanejo konstantni kljub skalirni transformaciji.
S K in K′ ozna£imo set parametrov, ki denirajo stanje sistema pred in po
renormalizaciji R
K′ = R(K). (2.13)
Za stanje sistema v kriti£ni to£ki K⋆ velja
K⋆ = R(K⋆). (2.14)







·∆K = A ·∆K. (2.15)
Denirali smo stabilnostno matriko A, ki je reprezentacija linearizirane preslikave





Vektorje xj imenujemo skalirna polja in ustrezajo zikalnim spremenljivkam. e je
|λj| > 1, imenujemo spremenljivko relevantna, v primeru |λj| < 1 pa irelevantna.







Za velike n bodo λn irelevantnih spremenljivk blizu ni£. Na njih lahko pozabimo,
medtem ko bodo lastne vrednosti relevantnih spremenljivk ostale pomembne tudi
po mnogo iteracijah. Izkaºe se, da je ve£ina spremenljivk irelevantnih. To ni posebej
pretresljivo, £e pomislimo da na atomski skali za opis magneta potrebujemo reda




Metoda renormalizacijske grupe temelji na ideji, da je matemati£ni opis problema
odvisen od tega, na kak²ni energijski (ali £asovni, dolºinski) skali sistem opazujemo.
Materialne lastnosti snovi so na primer na atomski skali odvisne od lastnosti kristala
- njegove geometrije, medmreºne razdalje in drugih parametrov. Na velikih razdaljah
odvisnost od parametrov kristala izgine, dobimo pa zvezen, kontinuumski opis snovi.
Fizikalni sistemi imajo pogosto tipi£no energijsko skalo. Na njihove lastnosti ve-
liko bolj vplivajo pojavi pri ali v bliºini te energije, pojavi nekaj velikostnih redov
stran pa niso tako pomembni. Opis takega sistema pogosto poenostavimo tako, da
to£no obravnavamo le energije blizu tipi£ne, ostale pa zanemarimo oziroma povpre-
£imo.
Teºava se pojavi, £e karakteristi£na energijska skala ne obstaja, enako pomembna
pa je zika pri vseh energijah. Tak primer, s katerim se je veliko ukvarjal Wilson,
je opis magneta pri kriti£ni temperaturi, ob faznem prehodu. Korelacijska dolºina
je neskon£na, k energiji prispevajo vse uktuacije, od takih z valovnimi dolºinami
blizu mreºne razdalje, do tistih neskon£no dolgih. Iz problema ni jasno, katere rede
velikosti v kontinuumsko limito vklju£imo in katere lahko zanemarimo.
V matemati£nem opisu problemov brez karakteristi£ne energijske skale se pogosto
pojavijo divergentni integrali tipa ∫︂ ∞ dE
E
. (2.18)
Tu se lepo vidi teºava: za poljuben E0 vsak energijski interval med E0 in 10E0
k integralu prispeva konstanto, ln 10. Ker energija ni omejena, je takih intervalov
neskon£no, vsi pa prispevajo enako. To£no do takega divergentnega integrala je
pri²el Kondo v svojem ra£unu (2.9).
2.3.2 Numeri£na renormalizacijska grupa
Alternativna metoda, ki se izogne divergentnim integralom in drugim teºavam, se
imenuje numeri£na renormalizacijska grupa (NRG). Z njo re²ujemo modele, ki spa-
dajo v razred modelov kvantnih ne£isto£ (quantum impurity models, QIM). Beseda
ne£isto£a je zgodovinske narave, saj je Kondov model prvi in osnovni model razreda.
Bolj splo²no v razred QIM spadajo vsi modeli, ki obravnavajo sistem z majhnim
²tevilom prostostnih stopenj, ki so to£no diagonalizabilne (ne£isto£a), sklopljen z
zveznim spektrom stanj v kopeli.
NRG je neperturbativna v vseh parametrih, tako da je sklopitev med ne£isto£o
in kopeljo splo²na in poljubno mo£na. V na²em primeru bo ne£isto£a magnetna
(njena prostostna stopnja je spin), kopel pa prevodni pas kovine.
V grobem je postopek re²evanja za vse modele enak:
1. Zvezni spekter stanj kopeli opi²emo pribliºno s kon£nim ²tevilom diskretnih
stanj.
2. Sklopitev diskretnega spektra z ne£isto£o preslikamo na model polneskon£ne
verige.
3. Iterativno diagonaliziramo verigo.
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2.3.3 Re²itev Kondovega problema z NRG
V nadaljevanju je opisana ideja ra£una NRG, ki sledi zgornjim korakom. Razvil ga
je K. Wilson [8] in je implementiran kot numeri£na metoda, s katero izra£unamo
spekter Kondove hamiltonke.
Hamiltonka




dk a†kak − Js(0) · S. (2.19)
Prvi £len opisuje elektrone v prevodnem pasu, z disperzijo, linearizirano okoli Fer-
mijevega nivoja. Valovni vektor k merimo v enotah (polovi£ne) ²irine pasu W in z
izhodi²£em v kF , tako da k zavzema vrednosti med −1 in 1. Drugi £len opisuje sklo-
pitev elektronov s spinom ne£isto£e, kjer je s(0) lokalna elektronska spinska gostota





S je spin ne£isto£e.
Diskretizacija
Za£nimo z diskretizacijo. Izkaºe se, da je najprimernej²a diskretizacija logaritemska.
Izberemo si parameter diskretizacije Λ > 1, s katerim deniramo mnoºico to£k
±Λ−n, n = 1, 2, 3, . . . in intervale med njimi, s ²irino dn = Λ−n(1− Λ−1). V praksi
vzamemo Λ okoli 2 ali 3 in se zavedamo, da Λ → 1 opisuje zvezno limito.
Slika 2.1: Diskretizacija prevodnega pasu.





Lastne frekvence so denirane z ωn = 2πdn , l pa zavzame vse celo²tevilske vrednosti.
Za l = 0 je ψn0(k) konstantna. Po njih bomo razvili pribliºek Hk, ki ga bomo nato
zapisali v obliki hamiltonke na polneskon£ni verigi.




anlψn,l(k) + bnlψn,l(−k), (2.22)
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kjer n ozna£uje interval, l pa l−to bazno funkcijo znotraj njega. Ker so ψn,l(k)
ortonormirane, ak pa fermionski operatorji, tudi novo denirani anl, bnl upo²tevajo
fermionsko antikomutacijsko algebro. V naslednjem koraku ºelimo kreacijski ope-
rator pribliºno zapisati tako, da upo²tevamo le eno stanje iz vsakega intervala. To
doseºemo tako, da zanemarimo vse anl, bnl za l > 0. Kmalu bomo videli, zakaj je








Λ−n(a†nan − b†nbn)− JA†σA · S (2.23)
Vsota te£e po vseh intervalih n. Predfaktor (1 + Λ−1)Λ−n prihaja iz normalizacije
valovnih funkcij ψn,0, ki so po deniciji konstantne na svojem intervalu, drugje pa
ni£. Elektronski operatorji an so denirani kot zgoraj. Drugi £len smo prav tako
zapisali v novi bazi z denicijo
A = (1− Λ−1) 12
∞∑︂
n=0
Λ−n/2(an + bn). (2.24)
Poglejmo, kaj smo zanemarili, ko smo zavrgli vse prispevke l > 0. Pomembni so
predfaktorji, ki stojijo pred £leni, ki povezujejo operatorje am0 in bm0 z aml in bml za
l ̸= 0. Velikost takih £lenov je dana z integrali tipa∫︂ 1
−1
kψ†m,l(k)ψm,0(k)dk, l ̸= 0. (2.25)
e bi namesto k v integralu imeli konstanto, bi vsi taki izrazi zaradi ortogonalnosti
dali 0. Trdimo, da se k ne spreminja mo£no in so torej taki izrazi zanemarljivo
majhni. V ta namen v vsakem intervalu diskretizacije deniramo povpre£en ⟨k⟩ in
zapi²emo integral ∫︂ 1
−1
(k − ⟨k⟩)ψ†m,l(k)ψm,l(k)dk. (2.26)
Izraz ima isto vrednost kot tisti zgoraj, saj je ⟨k⟩ konstanten. e je diskretizacija
dovolj na, so intervali dovolj majhni, da je odstopanje od povpre£ja (k − ⟨k⟩)
majhno, in so taki prispevki zanemarljivi.
Dobljena hamiltonka 2.23 je diskretna. V naslednjem koraku jo ºelimo zapisati
s prekrivalnimi integrali (hopping £leni) v obliki polneskon£ne verige, v kateri so
med seboj povezana le sosednja mesta, ne£isto£a pa je sklopljena s prvim £lenom
verige.
Preslikava na model polneskon£ne verige
Fizikalna intuicija sledi iz izbire baze, v kateri problem re²ujemo. V translacijsko
invariantnem prevodnem pasu navadno opi²emo elektrone v bazi ravnih valov. e
je translacijska simetrija diskretna (npr. zaradi potenciala kristalne mreºe), upora-
bimo Blochove funckije. Tak opis je dober, £e nas zanimajo transportne lastnosti
elektronov. V primeru, ko so elektroni bolj lokalizirani, je bolj²a Wannierjeva baza.
Uporabljamo jo na primer ob opisu mo£no lokaliziranih delcev, ujetih v opti£nih
mreºah. Kondov primer ne£isto£e je nekje med obema skrajnostma. Translacijsko
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simetrijo zlomi ne£isto£a, a le v bliºini izhodi²£a, kjer je majhno ²tevilo elektro-
nov lokaliziranih. Videli bomo, da ima primerna baza zna£ilnosti, ki so nekje med
zna£ilnostmi Blochove in Wannierjeje baze.
Okoli izhodi²£a, kamor postavimo ne£isto£o, konstruiramo zaporedje n koncen-
tri£nih lupin s ²irino Λn/2, kot je prikazano na sliki 2.3.3. Vsaka lupina predstavlja
eno orbitalo okoli ne£isto£e. Stanje na prvi lupini je podobno maksimalno lokalizi-
ranemu Wanniejevemu stanju. Ostale lupine so vse ²ir²e v realnem ter vse oºje v
energijskem prostoru. Zadnja, neskon£no ²iroka lupina n→ ∞ ustreza Blochovemu
stanju. Povpre£no energijo v vsaki lupini postavimo na EF . Tako diskretno vzor-
£enje najbolje opi²e stanja, ki so lokalizirana blizu ne£isto£e, ter stanja z energijo
blizu Fermijevega nivoja. Ravno to so stanja, ki najbolj vplivajo na termodinamske
lastnosti.
Slika 2.2: Skica koncentri£nih lupin okoli ne£isto£e.
V naslednjem koraku predpostavimo, da so sklopljene le sosednje orbitale, ostale
prispevke pa zavrºemo. Predpostavka se morda zdi £udna, saj ºelimo razumeti la-
stnosti mnogodel£nih elektronskih stanj, kljub temu, da smo privzeli, da je ne£isto£a
skopljena le z enim samim elektronom. Pravilnost trditve bomo pokazali kasneje.
Taka slika ustreza verigi, kjer je vsako mesto povezano le z najbliºjimi sosedi. Struk-
turo imenujemo Wilsonova veriga.
Orbitalo na vsaki lupini opi²emo s pripadajo£im anihilacijskim (kreacijskim)








n+1fn)− J̃f †0σf0 · S. (2.27)







Λ−n(a†nan − b†nbn)− JA†σA · S (2.28)
ter (2.27). Ker so am in bm fermionski, isto zahtevamo tudi za fn. Zapi²emo torej
normalizacijski pogoj
{fn, f †n} = 1. (2.29)
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Upo²tevajo£ to zvezo nove fn poi²£emo s primerjanjem ena£b (2.23) in (2.27).




unmam + vnmbm. (2.30)









Operator prve orbitale f0 lahko direktno preberemo iz drugega £lena (2.23):
f0 = cA. (2.33)
Z upo²tevanjem pogoja na upo²tevanje fermionske algebre {f0, f †0} = 1 dobimo
c = 1√
2
, preko inverznih formul pa je preprosto dolo£iti u0m in v0m. Dobimo




Preostale operatorje fn izra£unamo iterativno. V (2.27) imamo le en £len, ki vsebuje













(1− Λ−1) 12Λ−3m/2(a†m − b†m)f0 + £leni brez f0. (2.36)


















Zgornja enakost in normalizacijski pogoj {f1, f †1} = 1 sta dovolj, da enoli£no dolo-
£imo t0 in f1. Postopek zdaj ponovimo na drugem £lenu vsote v (2.27), ki povezuje
t1, f1 in f2. Na tem mestu bomo ra£un izpustili, v celoti je dostopen v literaturi, na
primer [8], poglavje VII, ali pa [10]. Izkaºe se celo, da obstaja eksplicitna formula





Sklopitev med sosednjimi £leni verige eksponentno pada z dolºino verige. S tem
lahko upravi£imo omejitev sklopitve na najbliºje sosede. Poleg tega eksponetno
padanje jakosti sklopitve omogo£a, da polneskon£no verigo opi²emo s kon£nim ²te-
vilom £lenov. Fizikalno to pomeni, da so sosednje energijske skale med seboj mo£no
povezane, ostale pa se ne £utijo.
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Slika 2.3: Wilsonova veriga. Ne£isto£a (zeleno) je sklopljena samo s prvim mestom
f0, vsako nadaljnje mesto pa le s sosedoma.
Iterativna diagonalizacija
V slede£em poglavju bomo denirali renormalizacijski korak R ter z njegovo pomo-
£jo iterativno diagonalizirali dobljeno hamiltonko verige. V ta namen denirajmo






Λ−n/2(f †nfn+1 + f
†
n+1fn)− J̃f †0σf0 · S. (2.39)
Taka hamiltonka vsebuje opis sistema do N−te energijske skale, ki je velikostnega
reda Λ−
N−1
2 , v enotah polovi£ne ²irine prevodnega pasu W . Predfaktorji so nasta-





2 HN . (2.40)
Skalirna transformacija naj bo korak, kjer v opis sistema dodamo ²e eno energijsko
skalo. V jeziku polneskon£ne verige na konec verige pritaknemo dodatno mesto, v
jeziku orbital okoli ne£isto£e pa podobno; v opis dodamo ²e eno orbitalo. Formalno
transformacijo zapi²emo
HN+1 = R[HN ], (2.41)







H0 vsebuje najve£je £lene, vsaka naslednja hamiltonka doda manj²e. Naprej posto-
pamo rekurzivno, kot bi v teoriji motnje:
• diagonaliziramo HN ,
• v lastni bazi HN izra£unamo matri£ne elemente HN+1,
• diagonaliziramo HN+1.
Iteracijo za£nemo s hamiltonko ne£isto£e, ki je po deniciji to£no diagonalizabilna.
Predpostavimo, da poznamo spekter hamiltonke HN dimenzije Ns:
HN |r⟩N = EN |r⟩N r = 1, 2 . . . Ns. (2.43)
Indeks N pod lastnimi stanji ozna£uje, kateri hamiltonki pripadajo. Bazo HN+1
konstruiramo preprosto tako, da ºe obstoje£i dodamo kar lastno bazo novega mesta
na verigi:
|r; s⟩N+1 = |r⟩N ⊗ |s⟩N+1 . (2.44)
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V naslednjem koraku izra£unamo matri£ne elemente HN+1:
N+1 ⟨r; s|HN+1 |r; s⟩N+1 (2.45)
Dimenzija matrike raste eksponentno z N . Matrike hitro prerastejo velikost, ko jih
²e lahko u£inkovito diagonaliziramo. Najpreprostej²a re²itev je, da v vsakem koraku
obdrºimo le Ns najniºjih lastnih energij HN+1, ostale pa zavrºemo. To si lahko
privo²£imo, ker sklopitev med £leni verige pada eksponentno. To pomeni, da imajo
visoko vzbujena stanja HN malo vpliva na nizko vzbujena stanja HN+1 in jih smemo
zanemariti.
Dodatno moºnost za izbolj²avo hitrosti ra£una nudijo simetrije hamiltonke. e
jih poznamo, znamo napovedati blo£no strukturo matrike. S to informacijo lahko
matriko bolj u£inkovito diagonaliziramo. Tipi£ne simetrije so v naboju in spinu
ne£isto£e. V izotropnem primeri in v odsotnosti magnetnega polja imamo na primer
popolno sferi£no simetrijo za spin ne£isto£e. Z vklju£enim magnetnim poljem jo
zlomimo, ostane pa nam osno simetri£en problem.
2.3.4 Ra£unanje termodinamskih koli£in
Z entropijo, speci£no toploto, susceptibilnost ne£isto£e ter z ostalimi koli£inami,
ki jih znamo izra£unati direktno iz spektra hamiltonke, ni teºav, le moramo se
zvedati, da spektra H ne poznamo v celoti. V vsakem koraku iteracije po verigi
z diagonalizacijo izra£unamo lastne vrednosti hamiltonke v okolici karakteristi£ne
energijske skale N -tega £lena verige.
ε
(N)
l ∝ ±Λ−l. (2.46)





l ≫ kT, (2.47)
zikalno ne prispevajo veliko, saj so eksponentno zadu²ene (hamiltonka pri termo-






l ≪ kT, (2.48)
aproksimiramo z ε(N)l ≈ 0. Tipi£no nas zanima razlika med koli£inami nemotenega
sistema ter takega z ne£isto£o. Majhne lastne vrednosti ob od²tevanju izginejo.
Dovolj je, da upo²tevamo le lastne energije v okolici kT , kar pa je ravno spekter HN ,
kjer temperatura ustreza energiji HN . Tako temperaturo ozna£imo s TN . Vidimo
torej, da je pri dani temperaturi TN za izra£un termodinamskih koli£in dovolj, da
poznamo spekter HN , in ne celotne verige H.





kjer so |r⟩ lastna stanja, E(r) pa lastne energije HN . Pri£akovano vrednost opa-





e−βE(r) ⟨r|O |r⟩ . (2.50)
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Izkaºe se, da je s tako aproksimacijo za sode in lihe N rezultat malo razli£en.
Slika temperaturne odvisnosti za samo sode oziroma samo lihe korake je gladka
funckija, za vse korake skupaj pa se pojavijo oscilacije. Re²imo se jih tako, da za











Popravek odpravi oscilacije, hkrati pa izbolj²a natan£nost izra£unanega O.
2.3.5 Izra£un spektralne funkcije
Poleg stati£nih termodinamskih spremenljivk nas zanimajo tudi dinami£ne. V tem
delu se bomo ukvarjali predvsem s spektralno funkcijo ne£isto£e. Denirana je v
dodatku, uporabili pa bomo Lehmanovo reprezentacijo (A.9):









δ(ω − (Er − Er′)), (2.52)
kjer matri£ni element Mr,r′ = ⟨r| f0σ |r′⟩ predstavlja dodajanje enega elektrona v
sistem. Spet imamo teºavo, saj ne poznamo celega spektra energij, temve£ samo
okoli karakteristi£ne skale ωN = 12(1+Λ
−1)Λ−
N−1
2 . V bliºini karakteristi£ne energije
lahko natan£no izra£unamo spektralno funkcijo




























r,r′ =N ⟨r| fσ |r′⟩N . (2.54)
Celo spektralno funkcijo Aσ(ω, T ) sestavimo iz ANσ (ω, T ), izra£unanih za vsak N na
svojem intervalu.
2.4 Spektralna funkcija Kondovega modela
Matri£ni element, ki ga ra£unamo v spektralni funkciji, vsebuje fermionski operator
na ne£isto£i. Ker ima ne£isto£a v Kondovem modelu le spinsko prostostno stopnjo,
te nimajo smisla. Pomagamo si z Andersonovim modelom ne£isto£e (single impurity
Anderson model, SIAM) [12]. To je splo²nej²i mikroskopski model ne£isto£e, ki pa se
pri pravi kombinaciji parametrov v nizko energijskem reºimu poenostavi na Kondov
model. Izkaºe se, da je Greenova funkcija v Andersonovem modelu sorazmerna








Gk,k′(z) je Greenova funkcija sistema (ne£isto£e, sklopljene s kopeljo), G0k(z) pa
Greenova funkcija nemotenega sistema, brez ne£isto£e. Ker je efektivno Kondov
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model le Andersonov model v limiti nizke energije, lahko po analogiji deniramo
spektralno funkcijo ne£isto£e v Kondovem modelu z
A(ω) = − 1
π
Im{T (ω)}. (2.56)
Natan£nej²a izpeljava transformacije med Andersonovim in Kondovim modelom ter
ra£un matrike T je v dodatku B.
Na tem mestu razpravo o Kondovem modelu in NRG za trenutek prekinemo.
Sledi izpeljava teorije BCS, ki jo bomo uporabili za opis superprevodne podlage
ne£isto£e.
2.5 Superprevodnost in teorija BCS
Superprevodnost je fenomen, za katerega so zna£ilne eksoti£ne lastnosti snovi, kot
sta idealna elektri£na prevodnost ter Meissnerjev efekt - izrinjenje magnetnega polja
iz materiala. V njih elektroni £utijo efektivno privla£no interakcijo, zaradi katere
se zdruºijo v Cooperjeve pare. Bolj kot fermioni se pari obna²ajo kot bozoni, saj
vsi kondenzirajo v isti energijski nivo. Energija parov je niºja od energije prostih
elektronov, zato se v superprevodnem stanju pojavi energijska reºa, ki je tipi£no
reda 1meV. Zaradi obstoja energijske reºe so majhne vzbuditve sistema, kot je na
primer sipanje elektronov na kristalni mreºi, prepovedane. Preprosto lahko super-
prevodnost razumemo na ta na£in. Upornost povzro£a sipanje elektronov na mreºi.
e so taki dogodki prepovedani, material nima upornosti.
Prvo mikroskopsko teorijo superprevodnosti so leta 1957 predlagali John Bar-
deen, Leon Cooper in John Robert Schrieer [13]. Po avtorjih jo danes poznamo
pod imenom teorija BCS. Temelji na ideji, da lahko sklopitev med fononi in elektroni
zapi²emo kot efektivno elektronsko interakcijo, dobljen izraz pa pribliºno diagonali-
ziramo.



















H0 opisuje kineti£no energijo sistema, kjer so ckσ elektronski, aq pa fononski ope-
ratorji. H1 opisuje splo²no interakcijo med elektroni in fononi, v prvem redu. Naj
velja H = H0 +H1. Fononskih £lenov se ºelimo znebiti ter interakcijo zapisati le z
elektronskimi operatorji, kot je prikazano na diagramih 2.4.
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Slika 2.4: Elektron-fononska interakcija (levo) in efektivna elektron-elektronska in-
terakcija (desno).
To storimo s splo²no transformacijo H̃ = e−SHe−S. Eksponente razvijemo v
Taylorjevo vrsto in dobimo
H̃ = H0 +H1 + [H0, S] + [H1, S] +
1
2
[[H0, S], S] + . . . (2.59)
Na zgornji sliki vidimo, da ima interakcija dva verteksa z amplitudo Mq. Nova
hamiltonka mora potem imeti £lene ni£tega ali drugega reda v Mq, prvega reda pa
ne dovolimo. Ob predpostavki, da je S prvega reda v Mq, od tod sledi
H1 + [H0, S] = 0. (2.60)













Za indekse fermionskih operatorjev smo vpeljali notacijo: k = (k, ↑), −k = (−k, ↓).
Le dve oznaki sta dovolj, ker se operatorji tipa ck,↓ in c−k,↑ v izpeljavi ne pojavljajo
ve£. e bi ºeleli biti popolnoma matemati£no konsistentni, bi ra£un izpeljali v
Nambujevem prostoru, kjer operatorje zapi²emo kot vektorje oblike C†k = (c
†
k↑, c−k↓)
in Ck = (ck↑, c
†
−k↓). V odsotnosti magnetnega polja to ni potrebno.
Efektivno hamiltonko bi lahko uganili ºe od za£etka, saj je izraz precej standar-
den, a tako vidimo, da ima tudi matemati£no podlago. Drugi £len ºe malo nakazuje
na formacijo Cooperjevih parov - parov elektronov z obratnim spinom in nasprotnim




(εk+q − εk)2 − (~ωq)2
. (2.62)
Sklopitev je velika le za elektrone v pasu okoli Fermijeve povr²ine, katerega ²irina
je primerljiva ali manj²a od energije fononov. To parametriziramo z Debyjevo fre-
kvenco ωD, ki je zgornja meja za fononsko energijo. Vsote v (2.61) te£ejo torej samo
po pasu k ∈ (εF − ~ωD, εF + ~ωD).
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2.5. Superprevodnost in teorija BCS
Ker je HBCS kvarti£na v elektronskih operatorjih, je ne znamo to£no diagona-
lizirati. Uporabimo pribliºek povpre£nega polja, kjer po standardnih agrumentih
zapi²emo










































−k − v∗kγk. (2.67)
Da bo transformacija kanoni£na, zahtevamo ²e









































Prvi dve vsoti sta diagonalni v γk, zadnja pa ne. e naj bo hamiltonka diagonalna,
mora ta £len odpasti. Diagonalizacija se torej poenostavi na re²evanje kvadratne
ena£be






ε2k + |∆k|2 − εk
∆∗k
. (2.71)



















Poglavje 2. Kvantne ne£isto£e in numeri£na renormalizacijska grupa
e deniramo energijo vzbuditve Ek =
√︂







kγk + E0, (2.74)
kjer je E0 energija osnovnega stanja
E0 =
∑︂
εk − Ek +∆k⟨c†kc†−k⟩. (2.75)
Pomembno je opaziti, da ima disperzija kvazidelcev γk energijsko reºo ²irine ∆.
Kvazidelci so linearna kombinacija elektronov in vrzeli, saj velja γk = ukck − vkc†−k.









−k) |∅⟩ . (2.76)
Indeks k zdaj te£e po vseh valovnih vektorjih, ne le v okolici kF . Osnovno stanje
sestavimo tako, da v vakuumu pri vsakem valovnem vektorju ustvarimo kvazidelec,
ki je linearna kombinacija Cooperjevega para ter vrzeli. Kvadrat norme uk pove,
koliko v stanje prispeva vrzel, kvadrat norme vk pa koliko prispeva Cooperjev par.
Na sliki 2.5 je prikazana odvisnost obeh parametrov.
Slika 2.5: Absolutne vrednosti parametrov uk in vk.
Pri valovnih vektorjih mnogo manj²ih od Fermijevega je |vk|2 prakti£no enak
1, torej pri vsakem valovnem vektorju ustvarimo par elektronov. Obratno velja
dale£ nad Fermijevim nivojem, kjer v osnovnem stanju ustvarimo same vrzeli. To
je Fermijeva krogla, ki je pokvarjena le na robu, v okolici kF . V tem obmo£ju, ki
ima v energijski sliki ²irino reda 2∆, stanja zasedajo kvazidelci.
V nadaljevanju bo posebej pomembno, da vemo, kak²na je gostota stanj su-
perprevodnika. Deleº elektronov, ki delujejo kot superprevodne vzbuditve, lahko








2.5. Superprevodnost in teorija BCS
Znotraj vrzeli prostih stanj seveda ni.
Slika 2.6: Gostota stanj BCS superprevodnika.
Za modeliranje sistema magnetne ne£isto£e, sklopljene s superprevodnikom je
dovolj, da v Kondovi hamiltonki za £len, ki opisuje kopel, vzamemo HBCS.
2.5.1 Ne£isto£e v superprevodniku
Obravnavali bomo Kondov pojav v superprevodniku, zato ºelimo razumeti, kako
ne£isto£e pokvarijo BCS stanje. Vpra²anje so prvi obravnavali L. Yu [14], H. Shiba
[15] in A. I. Rusinov [16] v ²estdesetih letih. Izkaºe se, da magnetne ne£isto£e v do-
volj majhnih koncentracijah ne uni£ijo superprevodnega stanja, povzro£ijo pa pojav
ozkih stanj znotraj superprevodne reºe. Danes jih imenujemo Yu-Shiba-Rusinova
(YSR) stanja.
V limiti klasi£nega spina, to je v reºimu S → ∞, J → 0, tako da je produkt JS





kjer je α = JSρπ/2, kjer je z ρ ozna£ena gostota stanj v navadni prevodni fazi. ∆
je velikost superprevodne reºe. Izraz je sicer lep, a se izkaºe, da za nas nima prave
uporabne vrednosti, saj slabo opi²e energijo stanj tudi pri (kvantno mehansko) precej
velikih spinih, na primer S = 10.
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Za ra£un spektralnih funkcij sem uporabljal paket nrg_ljubljana, implementacijo
NRG. V poglavju sta na kratko predstavljena dva dela algoritma, ki sta v paketu
implementirana nestandardno. Ostali koraki so v vseh implementacijah bolj ali
manj enaki in v glavnem sledijo Wilsonovemu predlogu in so opisani ºe v prej²njem
poglavju.
Ker je NRG numeri£na metoda, so ra£unske napake neizogibne. Pomembno se je
zavedati, da obstajajo, ter razumeti, od kod pridejo in kako jih je moºno zmanj²ati.
Zato je poudarek v poglavju predvsem na izvoru napak.
3.1 Diskretizacija
Kot diskretizacijska shema je v paketu implementirana adaptivna metoda [17][18], s
katero dolo£imo diskretno mreºo tako, da ima ve£ to£k na pomembnej²ih obmo£jih.
Omenili smo ºe, da je za modele ne£isto£ naravna logaritemska diskretizacija,
centrirana okoli Fermijevega nivoja. Zvezna funkcija, ki jo ºelimo opisati, je gostota
stanj ρ(ω). Dolo£imo torej mnoºico to£k εn, kjer velja ε0 = 1 in εn ∝ Λ−n. Parame-
ter Λ je konstanten, pozitiven in ve£ji od 1. V vsakem intervalu (εi, εi+1) si izberemo




wiδ(ω − ϵi), (3.1)
kjer so wi spektralne uteºi, ki jih nastavimo tako, da je gostota stanj normalizirana.
Pogosto je v uporabi metoda z imenom z-averaging oziroma interleaving. Je
preprost, a precej uspe²en postopek, s katerim mo£no izbolj²amo dobljene rezultate.
Shematsko je prikazan na sliki 3.1. Uvedemo zvezen parameter z ∈ (0, 1], ter glede
nanj zamaknemo diskretizacijo. NRG postopek izra£unamo pri ve£ z, rezultate pa
povpre£imo.
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Slika 3.1: Z-averaging. Levo: shematski prikaz zamaknjene diskretizacije z inter-
leaving metodo. Desno: spektralna funkcija, izra£unana s povpre£enjem preko Nz
vrednosti. Tipi£no je dovolj, da je Nz reda 5, za velike Nz pa se izkaºe, da se bolje
obna²ajo potence 2.
Tako povpre£evanje rezultate izbolj²a, a ne odpravi vseh artefaktov. Izkaºe se,
da lahko dodatne numeri£ne artefakte odpravimo, £e je diskretizirana mreºa gostej²a
tam, kjer ima gostota stanj ve£je vrednosti. Zgoraj omenjena adaptivna metoda se




= −Λ−x ln(ΛC(x, ϵ)), (3.2)
kjer je C(x, ϵ) poljubna pozitivna funkcija. Izbrati moramo primerno za ºeleno
diskretizacijo. Izkaºe se [18], da izbira
C(x, ϵ) ∝ 1
ρ(ϵ)
(3.3)
denira mreºo, ki je gostej²a tam, kjer je ρ(ϵ) ve£ji. Omeniti je treba, da je zgornja
diferencialna ena£ba s tako izbiro C(x, ϵ) toga, tako da je ni preprosto numeri£no
re²iti.
3.2 Izra£un spektralnih funkcij
Spektralno funkcijo ra£unamo po ena£bi (A.16). Kot smo videli v poglavju o ra-
£unu termodinamskih koli£in v NRG, lahko vsoto po vseh baznih stanjih pribliºno
nadomestimo z vsoto po stanjih, ki so pomembna pri dani energiji (ena£ba (2.53)).
Teºava se skriva v tem, da je najbolj²i pribliºek osnovnega stanja znan ²ele v zadnjem
koraku iteracije, ko smo pri²li do ksne to£ke. e spektralno funkcijo ra£unamo sku-
paj z iteracijo, osnovnega stanja v vsakem koraku ne poznamo. Izkaºe se, da tak
pribliºek povzro£i numeri£ne nenatan£nosti predvsem pri nizkih energijah ω < T .
Ra£unanje spektralnih funkcij zato implementiramo s ti. full density matrix
metodo [19]. Ideja je, da s prvo iteracijo NRG algoritma (iterativno diagonaliza-
cijo verige) izra£unamo polno bazo sistema. Iz polne baze konstruiramo gostotno
matriko, nato pa zaºenemo ²e eno iteracijo, v kateri ra£unamo izbrane zikalne ko-
li£ine. Ker ra£unamo s polno bazo, imamo informacijo o osnovnem stanju in nizkih
vzbuditvah. Tako lahko natan£no izra£unamo tudi lastnosti pri majhnih energijah,
je pa postopek ra£unsko bolj zahteven, saj zahteva dve iteraciji NRG algoritma.
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3.3. Izbor parametrov
Rezultat ra£una spektralne funkcije je mnoºica diskretnih vrhov, ki so denirani
na diskretni energijski mreºi. Da bi iz njih dobili zvezno spektralno funkcijo, vsak
vrh pomnoºimo z raz²iritveno funkcijo. Njene oblika je stvar izbire. Zaradi narave








s prostima parametroma α in γ. Taka funkcija se izkaºe kot primerna zaradi loga-
ritemske narave diskretizacije energijskega pasu.
3.3 Izbor parametrov
O izbiri parametrov se najde veliko debate v literaturi [8, 10, 17, 18, 20, 21]. Na tem
mestu si poglejmo le, kako smo izbrali dva glavna numeri£na parametre; diskretiza-
cijski parameter Λ in maksimalno ²tevilo stanj, ki jih obdrºimo v ra£unu. Na sliki
3.2 je prikazana izra£unana spektralna funkcija, kjer variiramo oba parametra. Ker
v na²em primeru nimamo analiti£ne re²itve, se moramo zanesti na to, da rezultat
ob izbolj²avi natan£nosti konvergira k pravemu.


































Slika 3.2: Izbira parametrov. Levo: spektralna funkcija, izra£unana pri razli£nih
vrednostih Λ. Za Λ < 3 se slika ne spremeni ve£ dosti, £as ra£una pa se hitro
pove£a. Desno: ²tevilo najniºjih stanj k, ki jih ²e ohranimo pri vsaki iteraciji. V im-
plementaciji ta parameter dolo£i najve£jo dovoljeno velikost matrike, ki jo moramo
diagonalizirati. V obeh primerih Simp = 1/2, J = 0.2. Za levo sliko k = 1000, za
desno sliko Λ = 3.
Na podlagi zgornjih rezultatov, sem za vse nadaljnje ra£une uporabil Λ = 3 in
k = 500. Dobro je omeniti ²e to, da pove£evanje k mnogo manj upo£asni ra£un od
zmanj²evanja Λ.
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V slede£em poglavju so predstavljeni rezultati - numeri£no izra£unane spektralne
funkcije. Za£eli bomo z adatomom na kovinski podlagi. Videli bomo, da se v
spektralni funkciji pojavi resonanca, ki je zna£ilna za Kondov pojav. Zanimalo
nas bo, kako se resonan£ni vrh spreminja, ko vklapljamo in spreminjamo dodatne
parametre na ne£isto£i.
V drugem delu se bomo lotili superprevodnega primera. Superprevodna reºa je
kot okno v kontinuumu stanj, skozi katerega lahko preu£ujemo najniºje vzbuditve
sistema, ki jih zdaj vidimo kot diskretna stanja znotraj reºe. Najve£ se bomo po-
svetili prav tem stanjem. Opazovali bomo, kako se razcepijo, ter kako se to pozna
na spektralni funkciji.
4.1 Kovinska podlaga
Za£nimo z obravnavo ne£isto£e, sklopljene s kovino. Sistem modeliramo s Kondovo






kσckσ + JSimp · s+DS2imp,z + E(S2imp,x − S2imp,y) + gµBB · Simp. (4.1)
Energijo merimo v enotah W , polovi£ni ²irini prevodnega pasu. V realnih sistemih
je ta reda nekaj eV. Ni£lo postavimo na Fermijev nivo, tako da velja εF = 0.
Energijsko skalo problema denira J , jakost sklopitve med ne£isto£o in kopeljo. Ta




z ρ smo ozna£ili gostoto stanj nemotenega prevodnega pasu. Privzamemo, da je
konstantna, v enotah W velja ρ = 1/2. D in E v tretjem in £etrtem £lenu imenu-
jemo vzdolºna (longitudinal) in pre£na (transversal) anizotropija. Za£eli bomo
z izotropnim primerom, anizotropnega pa obravnavali kasneje. Zadnji £len opisuje
sklopitev ne£isto£e z magnetnim poljem. Zavedati se moramo ²e, da v na²em modelu
magnetno polje vklju£imo samo na ne£isto£i, torej ne vpliva na elektrone v kopeli,
najsi bo kovinska ali superprevodna. Najve£ bomo obravnavali primere ne£isto£e s
spinom Simp = 1/2, 1 in 3/2. Videli bomo, da je primer Simp = 1/2 malo poseben,
Simp = 1 in Simp = 3/2 pa sta v nekaterih primerih splo²na modela celo²tevilskega




Osnovno stanje sistema je polovi£no zasedena Wilsonova veriga, kjer vsako or-
bitalo zaseda en elektron. Ker smo pri absolutni ni£li, Kondova energijska skala
prevlada nad termi£nimi uktuacijami. V najpreprostej²em pribliºku obravnavamo
le en elektron, ki je mo£no sklopljen z ne£isto£o in zavzema najbolj lokalizirano or-
bitalo, preostanek prevodnega pasu pa pozabimo. V tej sliki se da razumeti veliko
obravnavanih fenomenov, a se moramo vseskozi zavedati, da je to le ilustracija. O na
ne£isto£i povsem lokaliziranem elektronu lahko strogo govorimo le v limiti J → ∞,
v realnih sistemih pa so elektroni razmazani preko ve£ orbital.
4.1.1 Jakost sklopitve
Za£nimo z najosnovnej²o sliko spektralne funkcije ne£isto£e, kjer preko £lena z J
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Slika 4.1: Kondova resonanca - spektralna funckija pri razli£nih J , Simp = 1/2, 1,
3/2, v linearni in logaritemski skali.
Spektralna funkcija kot diagram vzbujenih stanj
Spektralno funkcijo A(ω) razumemo kot lokalno gostoto stanj. Sistem zaseda neko
mnogodel£no stanje, nato pa mu dodamo (ω > 0) ali odvzamemo (ω < 0) en
elektron. A(ω) je sorazmerna ²tevilu za ta elektron prostih stanj, £e ima energijo ω.
Prav tako je sorazmerna diferencialni prevodnosti, ki jo je mogo£e meriti z vrsti£nim
tunelskim mikroskopom.
Zaradi na£ina ra£unanja oz. merjenja spektralne funkcije, so pri absolutni ni£li
dosegljiva le stanja, ki se od osnovnega razlikujejo za ∆S = ±1/2, saj dodajanje ali
odvzemanje posameznih elektronov spremeni spin mnogodel£nega stanja sistema za
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kjer je d†0 kreacijski operator elektrona na prvi orbitali. Mnogodel£ni stanji |m⟩ in
|n⟩ se morata razlikovati za S = ±1/2, sicer tak matri£ni element ne prispeva k
A(ω).
Izkaºe pa se, da lahko pri velikih energijah zaznamo tudi procese, kjer se elek-
tron sipa s spin-ip interakcijo, pri £emer se izseva dodaten delec, elektronu pa
se obrne spin. Taki procesi imajo ∆S = ±1, £eprav jih dobimo z enim samim
elektronom. Tipi£no se energija takih elektronov skalira z J , zato se v spektralni
funkciji sekundarni vrhovi pojavijo ²ele pri velikih J (slika 4.1, primera Simp = 1 in
Simp = 3/2).
Pri dovolj nizkih energijah (manj²ih od ω ≈ W ) vrhovi v spektralni funkciji torej
opisujejo nizko vzbujena stanja sistema, ki se od osnovnega razlikujejo za ∆S = 1/2.
Energija, pri kateri se nahaja vrh, pomeni odmik energijskega nivoja od energije
osnovnega stanja, ki smo jo postavili na ni£.
V primeru, ko je spin ne£isto£e Simp = 1/2, v osnovnem stanju elektron na pr-
vem mestu Wilsonove verige z ne£isto£o tvori singletno stanje, kjer je spin ne£isto£e
popolnoma zasen£en. Skupni spin stanja je S = 0. Vzbujena stanja so dubleti,
z dvema oz. brez elektronov v prvi orbitali. V primeru, ko je spin ne£isto£e ve£
kot 1/2, se elektron in ne£isto£a sklopita v stanje, kjer je spin ne£isto£e le deloma
zasen£en. Tako stanje ima skupni spin S = Simp−1/2. Nizko vzbujena stanja, ki jih
vidimo v A(ω), imajo spin S = Simp. V tej sliki je dovolj, da razumemo, kako se ob-
na²a osnovno stanje ne£isto£e. Nanj se nato veºe elektron iz prve orbitale, ki skupni
spin stanja zmanj²a za 1/2. Vzbujeno stanje dobimo tako, da temu mnogodel£nemu
stanju dodamo elektron.
Zavedati se moramo ²e, da spektralna funkcija ni normirana na 1. V na²em
primeru se izkaºe, da je sorazmerna z J2. Zato imajo spektralne funkcije pri manj²ih
J mnogo manj²o povr²ino. Dovolj je, da opazujemo relativno vi²ino spektralnih
funkcij.
Univerzalnost
Pomemben koncept na podro£ju renormalizacijske grupe, ter s tem tudi v Kondo-
vem problemu, je univerzalnost. Oblika resonance ni odvisna od absolutne vrednosti
parametrov, temve£ le od razmerja med njimi. Prikaz univerzalnosti vidimo na sliki
4.2. Prikazane so spektralne funkcije za razli£ne jakosti sklopitve J , kjer je ener-
gijska skala normirana s TK , ki predstavlja tipi£no energijo problema pri danem J .
Vsak spin ne£isto£e predstavlja svoj univerzalnostni razred. V univerzalni energij-
ski skali so vse spektralne funkcije za dan spin enake. Opazimo tudi, da je ²irina
resonance vedno reda TK . Bolj podrobno je ta lastnost analizirana na sliki desno
spodaj, kjer je prikazana odvisnost ²irine resonance od inverzne jakosti sklopitve.
Za Kondovo temperaturo velja pribliºno TK ∝ e−1/J . irina resonance pri polovi£ni
vi²ini (FWHM) je v logaritemski skali linearna z 1/J , torej sorazmerna s TK .
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Slika 4.2: Univerzalnost. Zgoraj in levo spodaj: spektralna funkcija za Simp = 1/2,
1 in 3/2 pri razli£nih J . Zaradi jasnosti je vsaka naslednja spektralna funkcija zama-
knjena za 0.2. Energijska skala na abscisni osi je normirana s Kondovo temperaturo,
ki je odvisna od J . Desno spodaj: ²irina ("full width at half maximum") resonance
v odvisnosti od 1/J .
4.1.2 Magnetno polje
Obravnavana hamiltonka ima brez magnetnega polja polno rotacijsko simetrijo. Ko
vklopimo magnetno polje, B ̸= 0, simetrijo zlomimo, model pa ostane osno sime-
tri£en. Obravnavali bomo primer, ko je magnetno polje poravnano s komponento z
spina ne£isto£e, da velja B · Simp = BSimp,z.
Zaradi rotacijske simetrije je bilo do zdaj osnovno stanje ne£isto£e 2Simp + 1
krat degenerirano. V neni£elnem magnetnem polju se nivoji razcepijo po projekciji
na spinsko komponento v smeri magnetnega polja, Sz. Premik nivojev je enak
Zeemanovi energiji gµBBSimp,z.
To se pozna na spektralni funkciji. Ker smo zlomili simetrijo, moramo razlikovati
med spektralno funkcijo za elektrone s spinom ↑, ki jo ozna£imo z A↑(ω), ter spek-
tralno funkcijo za elektrone s spinom ↓, A↓(ω). Splo²no velja A(ω) = A↑(ω)+A↓(ω).





Na sliki 4.3 levo je prikazan razcep resonan£ne krivulje pri precej velikem magne-
tnem polju gµBB = 10−2. Vidimo razcep resonance na spinski komponenti. Desno
je slika spektralnih funkcij v vedno ve£jem magnetnem polju. Vidimo razcep, ki je
sorazmeren z B, in padanje vi²ine maksimuma A(ω).
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Slika 4.3: Spektralna funkcija v magnetnem polju. Levo: razcep resonance na dve
spinski komponenti. Desno: razcep spektralne funkcije v logaritemski skali. Oscila-
cije pri majhnih frekvencah so numeri£ni artefakti. Oboje pri J = 0.3, S = 1/2.
Razcep energijskih nivojev zmoti, pri ve£jih poljih pa povsem zadu²i Kondov
pojav. Tekmovanje med Kondovim pojavom in razcepom resonance opazujemo na
sliki 4.4. Levo je prikazana vi²ina resonan£nega vrha v odvisnosti od magnetnega
polja. Vi²ino resonance lahko razumemo kot mero za jakost Kondovega pojava.
Desno opazujemo razcep resonance, ki je v limiti velikih magnetnih polj linearen z
B.



























Slika 4.4: Tekmovanje med magnetnim razcepom in Kondovim pojavom. Levo:
Vi²ina maksimuma spektralne funkcije v odvisnosti od magnetnega polja. A(ω)0max
ozna£uje vi²ino pri B = 0. Desno: Razcep resonance v odvisnosti od magnetnega
polja B. Razcep je linearen v celem obmo£ju in enak za vse spine. rte se za vse
primere prakti£no prekrivajo. ∆ je izra£unana kot razdalja med vrhovoma A↑(ω) in
A↓(ω).
Vidimo, da je razcep spektralnih funkcij linearen skozi celotno preiskano obmo£je.
eprav se spektralna funkcije ºe razcepi, je njena vi²ina pri majhnih poljih neodvisna
od B. V reºimu gµBB > TK Kondova resonanca hitro izgine, kar je znak tega, da
je Kondov pojav zadu²en.
4.1.3 Anizotropija
Poleg Zeemanovega £lena na cepljenje spinskih energijskih nivojev vpliva tudi asi-
metrija kristala. Ta se izraºa v anizotropiji spina, ki se tipi£no pojavlja v kristalih
prehodnih kovin. Atomi v kristalu £utijo efektivno elektri£no polje sosednjih gradni-
kov - kristalno polje. Odvisno je predvsem od geometrije mreºe in ni nujno sferi£no
41
Poglavje 4. Rezultati
simetri£no. Zaradi asimetrije se degenerirani energijski nivoji razcepijo, saj dobi
spin preferen£no smer. Pojav efektivno opi²emo s hamiltonko kristalnega polja, ki
jo zapi²emo kot kvadratno formo spinskega operatorja:
H = S ·D · S. (4.5)


















H = DS2z + E(S
2
x − S2y), (4.7)
kjer je










V kubi£ni mreºi, v kateri ima spin sferi£no simetrijo, velja Dxx = Dyy = Dzz. D in
E sta oba enaka ni£ in prispevka anizotropije ni. V osno simetri£nem primeru velja
Dxx = Dyy ̸= Dzz. V zapisu z D in E dobimo
H = DS2z . (4.9)
Tipi£no se omejimo na obmo£je
− 1/3 ≤ E/D ≤ 1/3, (4.10)
da D vedno opisuje dominantno os. Ve£ji E bi pomenil le preimenovanje osi in ne
bi spremenil zike. V obsegu tega dela se bomo omejili le na vzdolºno anizotropijo
D, E pa bo vseskozi enak ni£. Obravnavali bomo osni (D < 0) ter planarni (D > 0)
primer.
Vrnimo se na razpravo o energijskih nivojih. V reºimu osne anizotropije (D <
0) je energijsko boj ugodno, da je spin ne£isto£e popolnoma iztegnjen v smeri z.
Osnovno stanje ima Sz = ±|Simp|. Ravno obratno se zgodi pri planarni anizotropiji
(D > 0). V tem primeru ima osnovno stanje najmanj²o moºno projekcijo na os





D > 0 Sz = 0, ±1 Sz = 0
Sz = ±1
D < 0 Sz = 0, ±1 Sz = 0
Sz = ±1
S = 3/2
Sz = ±1/2, ±3/2
Sz = ±3/2
Sz = ±1/2
Sz = ±1/2, ±3/2
Sz = ±1/2
Sz = ±3/2
Slika 4.5: Diagram razcepa energijskih nivojev ne£isto£e ob anizotropiji za vse kom-
binacije Simp = 1, Simp = 3/2 in D > 0, D < 0.
Razcep med nivoji je sorazmeren z D. Podobno kot magnetno polje, tudi anizo-









Simp = 1, D > 0 |D| /TK = 10−2.0
|D| /TK = 10−1.5
|D| /TK = 10−1.0
|D| /TK = 10−0.5
|D| /TK = 10−0.0
|D| /TK = 100.48
|D| /TK = 100.98
|D| /TK = 101.48
|D| /TK = 101.98
Simp = 3/2, D > 0










Simp = 1, D < 0
−0.04 −0.02 0.00 0.02 0.04
ω/W
Simp = 3/2, D < 0
Slika 4.6: Razcep spektralne funkcije zaradi osne spinske anizotropije D. Anizotro-
pija ima mnogo manj²i u£inek od magnetnega polja; pozor na energijsko skalo! Na-
risano za razmerje |D|/TK v obmo£ju med 10−2 in 102, v korakih po 101/2. J = 0.25.
Tri slike so si podobne, takoj pa opazimo, da je primer Simp = 3/2, D > 0 pose-
ben. Razlaga se skriva v posebnosti osnovnega stanja. To je primer, kjer ob razcepu





)2). Z ve£anjem D je osnovno stanje vse bolj osamljeno. Pri velikih
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vrednostih anizotropije se za£ne ne£isto£a obna²ati kot nemotena ne£isto£a s spinom
1/2. To vidimo tudi v spektralni funkciji. Resonanca se ne razcepi kot v ostalih
primerih, ampak se preoblikuje v obliko, ki nas spominja na primer Simp = 1/2 s
slike 4.1. Ta pojav opazimo pri vseh pol-celo²tevilskih vrednostih spina ne£isto£e.
Preostali primeri se razcepijo, kot bi pri£akovali. Za razliko od magnetnega
polja, je tu razcep linearen le pri velikih D (slika 4.7, desno). Vi²ina resonance, ki
jo vidimo na sliki 4.7 levo, hitro pade na ni£, ko se resonanca razcepi. To se zgodi,
ko energijska skala anizotropije preseºe TK .













S =1, D < 0
S =1, D > 0
S =3/2, D < 0
S =3/2, D > 0











S =1, D < 0
S =1, D > 0
S =3/2, D < 0
Slika 4.7: Tekmovanje med razcepom zaradi anizotropije in Kondovim pojavom.
Levo: Vi²ina maksimuma spektralne funkcije v odvisnosti od velikosti spinske ani-
zotropije. A(ω)0max ozna£uje vi²ino resonance pri D = 0. Desno: Razcep resonance
v odvisnosti od velikosti spinske enizotropije D. Razcep je asimptotsko linearen z
D. Ra£un za osno anizotropijo proizvede pri istih parametrih mnogo ve£ numeri£nih
napak, zato so tudi krivulje manj ostre, a se trend vseeno vidi.
4.1.4 Anizotropija in magnetno polje
Poglejmo si energijske nivoje ne£isto£e, kjer obravnavamo oba, magnetni in anizo-
tropni £len v hamiltonki (4.1). V realnih materialih je tipi£no anizotropija lastnost
snovi, medtem ko lahko jakost magnetnega polja nadzorujemo. Zato sem narisal di-
agrame pri konstantnem D in z variacijo B. Sicer postopek komutira, iste rezultate
dobimo na vsak na£in.














Slika 4.8: Diagram razcepa energijskih nivojev ne£isto£e ob anizotropiji za Simp = 1,
D > 0 in D < 0.
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Slika 4.9: Diagram razcepa energijskih nivojev ne£isto£e ob anizotropiji za Sipm =
3/2, D > 0 in D < 0.
Spoznali smo, da se Kondov pojav pojavi, £e je osnovno stanje ne£isto£e dege-
nerirano. Ko degeneracijo uni£imo, Kondova resonanca tipi£no razpade oz. izgine.
S slik 4.8 in 4.9 prepoznamo kandidata za zanimivo dogajanje. To sta oba spinska
primera pri vzdolºni anizotropiji (D > 0). Relevantno je le osnovno stanje. Z anizo-
tropijo smo degeneracijo uni£ili, a je v pravi kombinaciji parametrov B in D stanje
ponovno degenerirano. Za Simp = 1 se to zgodi, ko velja D ≈ gµBB, za primer





















Kondov pojav lahko karakteriziramo z vi²ino resonance, saj smo v prej²njih poglavjih
videli, da z razcepom degeneriranih stanj vi²ina resonance pade. Na sliki 4.10 je
prikazana vi²ina maksimuma spektralne funkcije ob variaciji TK in B, za primera,
kjer pri£akujemo degenerirano osnovno stanje. D drºimo konstanten in pozitiven.
Slika 4.10: Vi²ina maksimuma spektralne funkcije ob variaciji B in TK . D = 0.001,
kar je blizu eksperimentalno pri£akovanim vrednostim, ki so nekaj meV.
V primeru Simp = 1 (levo), vidimo pri majhnem magnetnem polju, kar smo videli
ºe v poglavju o anizotropiji: v reºimu D < TK imamo visoko in ostro resonanco, ki
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pa hitro izgine, ko preidemo v obmo£je D > TK . Kot smo napovedali, pa se Kondov
pojav ohrani tudi v reºimu velike anizotropije, £e velja gµBB ≈ D. Spomnimo, drugi
primer, ko ima ne£isto£a spin S = 3/2, je ravno tisti, ki se pri veliki anizotropiji ne
razcepi, temve£ se obna²a kot ne£isto£a z Simp = 1/2. Zato vidimo visoko resonanco
ne glede na velikost D. To seveda ne velja v magnetnem polju. Kondov pojav spet
izgine, razen ko je zado²£ena ena£ba (4.12). Zanimivo je, da sta obe enakosti precej
natan£no zado²£eni.
4.2 Superprevodnik
Namesto s kovino zdaj sklopimo ne£isto£o s superprevodnikom. Spet si lahko pred-
stavljamo adatom na superprevodnem vzorcu, je pa ta model dober tudi za kvantne
pike, sklopljene s superprevodnimi ºicami. Obravnavana hamiltonka je podobna kot















+ JSimp · s
+DS2imp,z + E(S
2
imp,x − S2imp,y) + gµBBSimp. (4.13)
Kot smo videli ºe v poglavju o teoriji BCS, v superprevodnosti sodelujejo le elektroni
blizu Fermijeve povr²ine, dale£ stran pa je elektronski pas nespremenjen. Ista zika
se vidi tudi v spektralni funkciji. Na veliki energijski skali izgleda A(ω) enako kot v
primeru s kovinsko podlago (slika 4.11 levo). Razliko opazimo ²ele, ko skalo mo£no
pribliºamo (slika 4.11 desno).



















Slika 4.11: Spektralna funkcija ne£isto£e, sklopljene s superprevodno kopeljo. Veli-
kost superprevodne reºe ∆ = 0.001W . TK/∆ = 0.1.
Spektralna funkcija ima reºo, ki ustreza reºi v gostoti stanj, kot jo napove teorija
BCS. V ostrih vrhovih znotraj reºe prepoznamo YSR vzbuditve. Spektralna funkcija
se na velikih skalah obna²a zelo podobno kot v kovinskem primeru, zato se bomo
v tem poglavju posvetili predvsem stanjem znotraj reºe. Kot v prej²njem poglavju
bomo tudi tu zaporedoma vklapljali parametre in posku²ali razumeti, kaj vidimo v




Jakost sklopitve J mo£no vpliva na poloºaj YSR vzbuditev znotraj reºe. Na sliki
4.12 vidimo spektralno funckijo znotraj reºe. Lepo so razvidni diskretni vrhovi.
Vsak ustreza enemu samemu prehodu med diskretnima stanjem, zato so pri T = 0
neskon£no ozki. V spektralni funkciji imajo ²irino predvsem zaradi mnoºenja z
raz²iritveno funkcijo.














Slika 4.12: Spektralna funkcija znotraj reºe. Simp = 1/2, ∆ = 0.001W , J ∈
(0.3, 0.5). Dvojni vrh pri TK/∆ = 0.54 je numeri£en artefakt, verjetno posledica
z-averaging.
Opazujemo tekmovanje med dvema pojavoma; nastankom Kondovega singleta,
s katerim je povezana energijska skala TK , in Cooperjevimi pari s karakteristi£no
energijo, ki je velikostnega reda ∆. S spreminjanjem razmerja TK/∆ se spreminja
zika modela. Poglejmo, kako skozi o£i spektralne funkcije te spremembe opazimo
in razumemo. Kot v kovinskem modelu se da veliko razumeti, £e obravnavamo le en
oz. dva elektrona in ne£isto£o.
V reºimu mo£ne interakcije J med ne£isto£o in elektroni (TK ≫ ∆) Cooperjev
par razpade, lokaliziran elektron pa se mo£no antiferomagnetno veºe z ne£isto£o.
Spin ne£isto£e je zasen£en, efektiven spin, ki ga ²e £uti preostanek sistema, je S =
Simp − 1/2. e je spin ne£isto£e Simp = 1/2, je osnovno stanje singlet s skupnim
spinom 0, vzbujeno stanje pa je degeneriran dublet; S = ±1/2. Za ne£isto£e z ve£jim
spinom je situacija podobna; osnovno stanje je S = Simp − 1/2, vzbujena stanja, ki
jih dobimo z dodajanjem enega elektrona, pa imajo spin S = Simp. Za razliko od
primera z Simp = 1/2, je za ve£je spine osnovno stanje sistema tudi degenerirano, 2S-
krat. Vzbujena stanja se pojavijo znotraj superprevodne reºe, v njih pa prepoznamo
YSR vzbuditve, ki so v tem reºimu tipi£no blizu roba reºe.
V reºimu ²ibke interakcije (kTK ≪ ∆) je za elektrone bolj energijsko ugodno,
da se veºejo v Cooperjeve pare. Osnovno stanje postane dublet (oziroma S = Simp
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za splo²en Simp), vzbujeno stanje pa je singlet (S = Simp − 1/2). Tudi tu so YSR
vzbuditve tik ob robu energijske reºe.
V obmo£ju med obema reºimoma (kTK ≈ ∆) pride do kvantnega faznega pre-
hoda, kar se odraºa na premiku YSR resonanc globlje v reºo. Poloºaj stanja, oz.
njegov odmik od 0, ustreza energijski razliki med osnovnim in prvim vzbujenim sta-
njem. Singletno in dubletno stanje imata enako energijo, ko je YSR vzbuditev v
spektralni funkciji to£no na sredi energijske reºe.
Zaradi superprevodne reºe lahko opazujemo diskretna stanja. Njihove energije
so dobro dolo£ene. Dobimo jih iz diagonalizacije hamiltonke v zadnjem koraku
iteracije. Energije osnovnih in vzbujenih stanj znotraj reºe so prikazane na sliki
4.13, na sliki 4.14 pa vidimo, kako se spreminjanje energije odraºa v poloºaju vrhov
spektralne funkcije.



























Slika 4.13: Energija mnogodel£nih stanj sistema znotraj reºe (YSR vzbuditve) v
odvisnosti od razmerja TK/∆.














10−3 10−2 10−1 100 101 102
TK/∆
Simp = 1
10−3 10−2 10−1 100 101 102
TK/∆
Simp = 3/2
Slika 4.14: Poloºaj YSR stanj (δ) znotraj energijske reºe v odvisnosti od razmerja
med TK in ∆. Temnej²i odtenek barve pomeni ve£jo spektralno uteº vrha. To£ka
kvantnega faznega prehoda je za S = 1/2, 1, 3/2 pri TK/∆ ≈ 0.30, 0.16, 0.10, kar se
ujema z eksperimentalnimi rezultati [22]. ∆ = 10−3.
4.2.2 Magnetno polje
Kot v kovini se tudi v superprevodniku stanja pod vplivom magnetnega polja raz-
cepijo. Ker opazujemo diskretna stanja znotraj reºe in ne v kontinuumu, se v su-
perprevodnem primeru to vidi ²e lep²e. Energijski nivoji ne£isto£e se razcepijo po
velikosti projekcije spina v smer magnetnega polja Sz, kar vpliva na energijske nivoje
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mnogodel£nega stanja. Prej degenerirano dubletno stanje S = Simp se razcepi na
2S + 1 nivojev, od −S do S v korakih po ena, kot vidimo na sliki 4.15. Razcep je
enak Zeemanovi energiji gµBB, a le v limiti Tk → 0 velja za proste elektrone znana
enakost g = 2.




































Slika 4.15: Energije mnogodel£nih stanj znotraj reºe v magnetnem polju gµBB =
∆/10. Razcep dubleta je velikostnega reda ∆/10 samo v limiti TK ≪ ∆.
Na sliki 4.16 sem narisal razliko med najniºjima energijskima nivojema v odvi-
snosti od jakosti sklopitve J , kot ju vidimo na zgornji sliki. Vidimo, da stanja niso
razcepljena za konstantno energijo. Leva slika je v linearni skali. Razmerje med ∆E
in g0µBB je 1, ko velja pribliºek za proste elektrone g0 = 2. Vidimo veliko odvisno-
sti efektivnega g od jakosti sklopitve, pa tudi od spina ne£isto£e. Na desni sliki je
prikazana odvisnost |(∆E/gµBB)− 1| od J. Ta je vedno pozitivna in enaka 0, ko
je g = g0. S prikazom v log-log skali poudarimo odvisnost pri majhnih J . Vidimo
da je kvadrati£na, saj ima linearni del naklon 2. Popravek razumemo kot u£inek
okolice ne£isto£e. Elektroni na Wilsonovi verigi zasen£ijo magnetno polje, tako da
lahko v brezdimenzijskih enotah zapi²emo
Beff = B + JMz, (4.14)
kjer je Mz z komponenta magnetizacije elektronov v prevodnem pasu. Potem sledi
Beff = B − Jρ⟨sz(0)⟩. (4.15)
Elektroni blizu ne£isto£e torej zmanj²ajo u£inek magnetnega polja, ki ga £uti ne£i-
sto£a. Gostota elektronov na mestu ne£isto£e je prav tako sorazmerna z J ; mo£nej²a
sklopitev pomeni, da je blizu ne£isto£e ve£ja gostota elektronov. Dobimo popravek k
energijskemu razcepu, ki velja za majhne J in ga vidimo na sliki 4.16 desno (predznak
izberemo glede na levo sliko, kjer vidimo da je ∆E/g0µBB < 1, ampak pozitiven):
∆E = g0µBB(1− cJ2). (4.16)
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Slika 4.16: Efektiven g. Levo: Razmerje med energijsko razliko med nivojema ∆E in
pri£akovano energijsko razliko g0µBB. Desno: Ista slika v log-log skali. Energijske
razlike so za ne£isto£o Simp = 1/2; 1; 3/2 med stanji Sz = −1/2 in 1/2; −1 in 0;
−3/2 in −1/2.
Vrnimo se na vrhove v spektralni funkciji; poglejmo si primer Simp = 1/2. Ko
je eno izmed razcepljenih dubletnih stanj osnovno, se v spektralni funkciji prehoda
med razcepljenima stanjema ne vidi, saj zahteva∆Sz = ±1. Osnovno stanje postane
tisto, ki ima najniºjo magnetno energijo, to je Sz = −1/2, ali splo²no Sz = −Simp.
Vidimo prehod v singletno stanje Sz = 0 (oz. splo²no v najniºje razcepljeno vzbujeno
stanje Sz = −(Simp − 1/2)), ki ga dobimo tako, da v sistem dodamo en ↑ elektron.
Ko postane energija singleta manj²a od energije dubleta, ter singlet postane osnovno
stanje, lahko spektroskopsko izmerimo obe dubletni stanji, saj za oba prehoda velja
∆S = ±1/2. Podobno velja tudi za ve£je spine, kjer sicer ne moremo govoriti o
singletih in dubletih, a je zika ista.
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Simp = 1
10−3 10−2 10−1 100 101 102
TK/∆
Simp = 3/2
Slika 4.17: Poloºaj YSR stanj (δ) znotraj energijske reºe v odvisnosti od raz-
merja med TK in ∆ za B = ∆/2. Temnej²i odtenek barve pomeni ve£jo spek-
tralno uteº vrha. To£ka kvantnega faznega prehoda je za Simp = 1/2, 1, 3/2 pri
TK/∆ ≈ (0.48, 0.26, 0.13). ∆ = 10−3.
4.2.3 Anizotropija
Podoben razcep znotraj reºe opazimo, £e vklju£imo osno anizotropijo D. Energijska
stanja ne£isto£e se razcepijo po velikosti S2z , enako kot v kovinskem primeru (slika
4.18). Spet v spektralni funkciji ne zaznamo nujno vseh razcepov. Poglejmo primer
Simp = 3/2, za drugi primer je podobno. Singletno stanje S = Simp−1/2 = 1, ki je
osnovno stanje v Kondovem reºimu, se razcepi na Sz = ±1 in Sz = 0, vzbujeno stanje
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S = Simp = 3/2 pa na stanji Sz = ±3/2 in Sz = ±1/2. Vzbujeno in osnovno stanje
se zamenjata v to£ki faznega prehoda. Na njen poloºaj vpliva velikost parametra
anizotropije D.

























Slika 4.18: Energije stanj znotraj reºe, v primeru planarne anizotropije D > 0.
D = ∆/10.
Vrhovi v spektralni funkciji so prikazani na sliki 4.19. V primeru Simp = 1 v
reºimu TK ≪ ∆ vidimo le en sam prehod, med Sz = 0 in Sz = ±1/2, £eprav z
diagrama energijskih stanj vidimo, da obstaja tudi niºje vzbujeno stanje Sz = ±1.
Podobno velja za Simp = 3/2.
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Slika 4.19: Poloºaj YSR stanj (δ) znotraj energijske reºe v odvisnosti od raz-
merja med TK in ∆, za pozitiven D = ∆/2. Temnej²i odtenek barve pomeni
ve£jo spektralno uteº vrha. To£ka kvantnega faznega prehoda je za S = 1, 3/2
pri kTK/∆ ≈ 0.35, 0.08. ∆ = 10−3.
V reºimu osne anizotropije (D < 0) je podobno, le stanja se razcepijo za energijo
−|D|. Energije stanj so na sliki 4.20. Vidimo, da razcep vpliva na osnovno stanje,
ter s tem na to, katere prehode vidimo v spektralni funkciji (slika 4.21).
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Slika 4.20: Energije stanj znotraj reºe pri osni anizotropiji D < 0. D = ∆/10.
Za celo²tevilski spin ne£isto£e ni sprememb, pri Simp = 3/2 pa vidimo, da v
spektralni funkciji v reºimu TK > ∆ zaznamo prehod med Sz = ±1, ki je zdaj
osnovno stanje, ter stanjema Sz = ±1/2 in Sz = ±3/2. Pri TK < ∆ vidimo le en
sam prehod, med Sz = ±3/2 in Sz = ±1.
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Slika 4.21: Poloºaj YSR stanj (δ) znotraj energijske reºe v odvisnosti od razmerja
med TK in ∆, za negativen D = −∆/2. Temnej²i odtenek barve pomeni ve-
£jo spektralno uteº vrha. To£ka kvantnega faznega prehoda je za S = 1, 3/2 pri
kTK/∆ ≈ (0.35, 0.08). ∆ = 10−3.
To£ka faznega prehoda je odvisna od velikosti anizotropije, kot vidimo s faznih
diagramov na sliki 4.22. Pri D < 0 in pri celo²tevilskih spinih za D > 0 vidimo
podobno obna²anje. Dokler je D < TK , sta obe razcepljeni stanji ²e znotraj reºe
in je prehod med Kondovim in superprevodnim reºimom pri pribliºno konstantni
vrednosti TK . Ko pridemo v reºim |D| ≈ ∆ in ve£je D, se to£ka faznega prehoda
hitro pomakne k ve£jim TK . Superprevodnost ni ve£ pomembna, saj razcep postane






































Slika 4.22: Fazni diagrami za D > 0 (zgoraj) in D < 0 (spodaj), za ne£isto£i z
Simp = 1 in Simp = 3/2.
V£asih log-log skala ne pove cele zgodbe, posebej £e nas zanima asimptotsko
obna²anje. Na sliki 4.23 sta fazna diagrama osno anizotropijo D < 0 prikazana ²e
enkrat, v linearni skali. Za zelo negativen D pridemo v reºim, v katerem je spin
povsem iztegnjen in se obna²a klasi£no. V tem primeru pri£akujemo, da poloºaj
prehoda ni ve£ odvisen od anizotropije. Tega na zgornji sliki ne vidimo, je pa lepo
razvidno na linearni skali.

















Slika 4.23: Fazni diagrami za D < 0 v linearni skali, za spina Simp = 1 in Simp = 3/2.
Stanja zunaj reºe
Poleg YSR vzbuditev znotraj reºe, opazimo v superprevodnem primeru vrhove v
spektralni funkciji tudi zunaj reºe, v kontinuumu stanj. Pojavijo se v primeru, ko
je parameter osne anizotropije ve£ji od reºe. Iz poglavja o spektralnih funkcijah na
kovinski podlagi vemo, da velika anizotropija D razcepi resonanco in zasen£i Kondov
pojav. Poseben primer je ne£isto£a s pol-celo²tevilskim spinom pri D > 0. Taka
ne£isto£a se pri velikih D obna²a podobno nemoteni ne£isto£i s Simp = 1/2.
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Slika 4.24: Spektralna funkcija za Simp = 3/2 v reºimu planarne anizotropije D > 0,
D > ∆. Levo: J = 0.1 (TK ≈ 4 · 10−10), desno: J = 0.15 (TK ≈ 10−5) Parameter D
se na obeh slika pove£uje od D = 10−1∆ do D = 102∆ v eksponentnih korakih po
100.1.
Vrhove zunaj reºe bolje opazimo pri majhnih J , njihov odmik pa je sorazmeren
D. Najverjetneje vrhovi ustrezajo spin-ip vzbuditvam, podobno kot na sliki 4.1,
povsem na za£etku poglavja z rezultati. Pri dovolj veliki TK , ko so YSR vrhovi dovolj
globoko v reºi, da se jih razlo£i na spektralni funkciji, vidimo hkrati vrhove znotraj
in zunaj mreºe (desno). Zanimivo je, da eksperimentalno [23] obojega naenkrat ²e
niso opazili.
4.2.4 Kon£na temperatura
Spektralno funkcijo smo vseskozi ra£unali s temperaturo T = 0, £eprav je po ena£bi
(A.16) denirana pri poljubni temperaturi. Rezultate za T = 0 sem dobil tako, da
sem ra£unal pri temperaturi, mnogo manj²i od vseh ostalih relevantnih parametrov
(reda kT = 10−20 v enotahW ). Poglejmo, kako vi²ja temperatura vpliva na rezultat.
Absolutna ni£la efektivno pomeni, da lahko obravnavamo sistem samo in to£no
v osnovnem stanju. Pri vi²jih temperaturah temu ni ve£ tako, sistem je v me²anem
stanju, ki je statisti£na kombinacija vseh lastnih stanj, z uteºmi e−βEn . Razlika
se lepo vidi v primeru, ko se osnovno stanje razcepi. Na levi sliki v 4.25 vidimo
spektralno funkcijo za spin gor A↑(ω) v primeru, ko sta energijski skali magnetnega
polja in temperature primerljivi.
Ko smo v reºimu razcepljenega dubletnega osnovnega stanja opazimo, da se
vi²ina YSR vrhov za vsak spin posebej mo£no spreminja, od reºima ko sta oba
vrhova enako visoka (gµBB ≪ kT ), do reºima, kjer je ves prispevek le v enem vrhu
(gµBB ≫ kT ).
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Slika 4.25: Vpliv kon£ne temperature. Levo: Spektralna funkcija A↑(ω) za spin
Simp = 1/2, v reºimu dubletnega osnovnega stanja. kT ≈ gµBB. Za spin ↓ je slika
enaka, le da se vi²a vrh pri negativni ω. Desno: Vi²ina YSR vrhov za pozitivno
in negativno ω. Vrhovi so normirani z maksimalno vi²ino, v reºimu gµBB ≫ kT .
J = 0.2.
Pojav razumemo s slede£o razlago. Obravnavamo primer ne£isto£e s spinom
Simp = 1/2 v reºimu TK < ∆. Energijski diagram je na sliki 4.15, levo. Relevantna
so tri mnogodel£na stanja in njihove energije:
|Sz = −1/2⟩ , ε0 = −cB (4.17)
|Sz = 1/2⟩ , ε1 = cB (4.18)
|Sz = 0⟩ , ε2 = konst. (4.19)
Energija osnovnega stanja brez magnetnega polja je ni£, c pa je sorazmernostna
konstanta med energijo in jakostjo magnetnega polja. Naj bo kT ≈ cB, da je sistem
v stanju, ki je linearna kombinacija osnovnega |Sz = −1/2⟩ in prvega vzbujenega
|Sz = 1/2⟩. V spektralni funkciji dobimo prispevka dveh prehodov. Z dodajanjem
elektrona s spinom ↑ vidimo prehod |Sz = −1/2⟩ → |Sz = 0⟩, z odvzemanjem ele-
ktrona pa |Sz = 1/2⟩ → |Sz = 0⟩. Prvi vrh je pri ω > 0, drugi pa pri ω < 0. Oba





(eβcB + e−βε2)δ(ω − (ε2 + cB))+⃓⃓⃓
⟨0| d†0 |1/2⟩
⃓⃓⃓2
(e−βcB + e−βε2)δ(ω − (cB − ε2))
(4.20)
Prvi £len (T1) opisuje vrh v spektralni funkciji pri ω > 0, drugi (T2) pa vrh pri












in primerjamo z numeri£nimi rezultati. Vidimo, da se napoved kar dobro ujema.
Zanemarili smo premik vrhov, ki je sorazmeren z B, a pri tako majhnih magnetnih
poljih prakti£no neopazen, morebitno odvisnost matri£nih elementov od magnetnega
polja ter vse efekte raz²iritve vrhov. Poleg tega pri£akujemo dobro ujemanje le v
















Slika 4.26: Razmerje med spektralnimi uteºmi obeh £lenov, v odvisnosti od B.
Modro so razmerja spektralnih uteºi, izra£unanih z NRG, rde£a £rta pa je ena£ba
(4.21). Izra£unano pri istih vrednostih parametrov kot zgornji primer. Za razmerje
matri£nih elementov sem vzel 1, c pa je prost parameter. Najbolj²e ujemanje dobimo
pri c ≈ 0.2. Energija drugega vzbujenega stanja je ε2 = 0.52∆.
e je temperatura primerljiva z energijo med osnovnim in najniºjim osnovnim
stanjem lahko pri£akujemo, da bomo v v spektralni funkciji videli dodatne vrhove.
Te predstavljajo prehode med vzbujenimi stanji. Tak primer vidimo na sliki 4.27.
Ekvivalentno sliko, le pri T = 0 (v resnici T = 10−20) smo ºe videli; slika 4.17. Tu
je temperatura vi²ja, T = ∆/10.
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Slika 4.27: Poloºaj YSR vrhov znotraj reºe pri kon£ni temperaturi. Temnej²a barva




Obravnavali smo problem ne£isto£e v kovinski oz. superprevodni okolici. Sistem
smo modelirali s Kondovo hamiltonko, ki spada v razred modelov kvantnih ne£isto£.
Kljub temu, da jakost sklopitve med ne£isto£o in ozadjem ni nujno velika, se pro-
blema ne da re²iti perturbativno. Uporabili smo standardno numeri£no metodo na
tem podro£ju, numeri£no renormalizacijsko grupo.
Osredoto£ili smo se na spektralno funkcijo ne£isto£e. Ta ustreza gostoti stanj,
kot jo poznamo iz enodel£ne zike. V reºimu, ko pri£akujemo Kondov pojav, se
v spektralni funkciji pojavi resonan£en vrh, Kondova resonanca, ki je tipi£na za
Kondov pojav. Zanimalo nas je, kako se vrh premika in spreminja v odvisnosti od
dodanih £lenov v hamiltonki, ki so predstavljali dodatne zikalne parametre. Izra-
£unane sprektralne funkcije smo razumeli preko analize premika energijskih nivojev
ne£isto£e oz. sistema. V primeru kovinske podlage smo najve£ opazovali spremembe
predvsem na skali ²irine resonance. Zanimiva je na primer slika 4.10, na kateri vi-
dimo, kako Kondova resonanca izgine, ko se energijski nivoji sistema zaradi vpliva
magnetnega polja razcepijo, nato pa se znova pojavi, ko se pri pravi kombinaciji
parametrov spet pojavi degeneracija osnovnega stanja.
V superprevodnem primeru smo se osredoto£ili na obmo£je znotraj in v bliºini
superprevodne reºe. Ta deluje kot okno v gostoti stanj, skozi katerega vidimo naj-
niºje vzbuditve sistema kot diskretne vrhove. Na ta na£in lahko skozi o£i spektralne
funkcije natan£no opazujemo spekter nizkih vzbuditev sistema. Videli smo kvantni
fazni prehod, ki je posledica tekmovanja med Kondovo in superprevodno energijsko
skalo. Na koncu smo se na kratko posvetili ²e primeru, kjer je temperatura pomem-
ben parameter, sistem pa ni ve£ strogo v osnovnem stanju. Najo£itnej²a raz²iritev
dela bi bil izra£un spektralnih funkcij pri kon£ni temperaturi. V poglavju 4.2.4 smo
kvalitativno ºe opazili, da v spektralni funkciji vidimo nove vrhove, ki ustrezajo
vi²je vzbujenim prehodom. Morda bi podrobnej²a analiza odkrila ²e kak²en zanimiv
pojav.
Obravnavana tema je zanimiva, saj se da rezultate neposredno primerjati z eks-
perimenti. Ob tem se lahko nau£imo marsikaj, ne samo o Kondovem modelu, temve£





[1] M. T. Beal-Monod, Kondo Resistivity due to a Pair of Interacting Impurities ,
Phys. Rev., 178, 874, 1969.
[2] K. Matho, M. T. Beal-Monod, Kondo temperature of interacting magnetic im-
purities , J. Phys. F: Met. Phys., 3, 136, 1973.
[3] A. Zhao, Z. Hu, B. Wang, X. Xiao, J. Yang, J. G. Hou, Kondo eect in single
cobalt phthalocyanine molecules adsorbed on Au(111) monoatomic steps , J. Chem.
Phys., 128, 234705, 2008.
[4] B. W. Heinrich, J. I. Pascual, K. J. Franke, Single magnetic adsorbates on s-wave
superconductors , Progress in Surface Science, 93, 1, 1-19, 2018.
[5] P. Drude, Zur Elektronentheorie der Metalle, Annalen Der Physik, 306(3),
566613, 1900.
[6] W. J. de Haas, J. de Boer, G. J. van dën Berg, The electrical resistance of gold,
copper and lead at low temperatures , Physica, 1, 7, 1115-1124, 1934.
[7] J. Kondo, Resistance Minimum in Dilute Magnetic Alloys , Progress of Theore-
tical Physics, 32, 1, 37-49, 1964.
[8] K. Wilson, The renormalization group and critical phenomena, Rev. Mod. Phys.,
44, 773, 1975.
[9] L. Kadano, Scaling laws for Ising models near Tc, Physics, 2, 6, 263-272, 1966.
[10] R. Bulla, T. A. Costi, T. Pruschke, Numerical renormalization group method
for quantum impurity systems , Rev. Mod. Phys, 80, 395, 2008.
[11] K. Wilson, M. Fisher, Critical exponents in 3.99 dimensions , Phys. Rev., 124,
41, 1961.
[12] P. W. Anderson, Localized Magnetic States in Metals , Phys. Rev. Lett., 28,
240, 1972.
[13] J. Bardeen, L. N. Cooper, and J. R. Schrieer, Theory of Superconductivity ,
Phys. Rev., 108, 1175, 1957.
[14] L. Yu, Bound state in superconductors with paramagnetic impurities , Acta
Phys. Sin., 21, 1, 75-91, 1965.




[16] A. I. Rusinov, On the Theory of Gapless Superconductivity in Alloys Containing
Paramagnetic Impurities , Zh. Eksp. Teor. Fiz, 56, 2047-2056, 1969.
[17] R. itko, T. Pruschke, Energy resolution and discretization artifacts in the
numerical renormalization group, Phys. Rev. B, 79,2009.
[18] R. itko, Adaptive logarithmic discretization for numerical renormalization
group methods , Computer Physics Communications, 180, 12711276, 2009.
[19] A. Weichselbaum, J. von Delft , Sum-Rule Conserving Spectral Functions from
the Numerical Renormalization Group, Phys. Rev. Lett., 99, 2007.
[20] W. C. Oliveira, L. N. Oliveira, Generalized numerical renormalization-group
method to calculate the thermodynamical properties of impurities in metals , Phys.
Rev. B, 49, 11986, 1994.
[21] A. Freyn, S. Florens, Optimal broadening of nite energy spectra in the nu-
merical renormalization group: Application to dissipative dynamics in two-level
systems , Phys. Rev. B, 79, 121102, 2009.
[22] N. Hatter, B. W. Heinrich, M. Ruby, J. I. Pascual, K. J. Franke, Magnetic
anisotropy in Shiba bound states across a quantum phase transition, Nature Com-
munications, 6, 2015.
[23] S. Kezilebieke, R. itko, M. Dvorak, T. Ojanen, P. Liljeroth, Observation of
Coexistence of Yu-Shiba-Rusinov States and Spin-Flip Excitations , Nano Lett.,
19, 7, 4614-4619, 2019.
[24] D. N. Zubarev, Double-time Green functions in statistical physics , Soviet
Physics Uspekhi, 3, 3, 320, 1960.
[25] M. M. Ervasti, F. Schulz, P. Liljeroth, A. Harju, Single- and many-particle
description of scanning tunneling spectroscopy , arXiv:1607.00240.
[26] L. Cornils, A. Kamlapure, L. Zhou, S. Pradhan, A. A. Khajetoorians, J. Frans-
son, J. Wiebe, R. Wiesendanger, Spin-Resolved Spectroscopy of the Yu-Shiba-
Rusinov States of Individual Atoms , Phys. Rev. Lett., 119, 197002, 2017.
[27] T. A. Costi, Kondo Eect in a Magnetic Field and the Magnetoresistivity of
Kondo Alloys , Phys. Rev. Lett., 85, 7, 2000.
60
Dodatek A
Greenove funkcije in gostota stanj
Greenove funkcije so mo£no orodje za re²evanje parcialnih diferencialnih ena£b.
Uporabljamo jih na mnogih podro£jih matematike in zike. V ziki kondenzirane
snovi in kvantni mehaniki mnogodel£nih sistemov imajo osrednje mesto kot eden od
glavnih matemati£nih objektov. Predstavljajo propagator v £asu, tesno so povezane
s korelacijskimi funkcijami, preko njih pa deniramo ²e mnoge druge pomembne koli-
£ine. V nadaljevanju jih bomo rabili predvsem zaradi povezave s spektralno funkcijo.
Za£nimo splo²no. Re²ujemo diferencialno ena£bo, zapisano z linearnim diferenci-
alnim operatorjem L:
Lf(x) = g(x). (A.1)
Greenovo funkcijo G deniramo kot re²itev ena£be z nehomogenim delom, ki je
Diracova delta funkcija δ:
LG(x, x′) = δ(x− x′). (A.2)














ψ(r, t) = V (r, t)ψ(r, t), (A.4)
na levi strani prepoznamo linearen diferencialni operator, na desni pa nehomogeni
del ena£be. Splo²no re²itev zapi²emo z integralom
ψ(r, t) =
∫︂
G(r, t; r′, t′)ψ(r′, t′)dr′. (A.5)
Iz zgornjega izraza vidimo, da lahko Greenovo funkcijo zikalno interpretiramo kot
propagator; G(r, t; r′, t′) opisuje razvoj delca iz to£ke (r′, t′) v to£ko (r, t).
Po analogiji v mnogodel£nih kvantnih sistemih Greenovo funkcijo deniramo s ko-
relacijskimi funkcijami. Dvodel£no korelacijsko funkcijo C2(x1, x2) := ⟨φ(x1)φ(x2)⟩
razumemo kot verjetnostno amplitudo za propagacijo vzbuditve med x1 in x2. Gre-
enovo funkcijo za elektrone potem deniramo z enodel£nimi fermionskimi anihila-
cijskimi(kreacijskimi) operatorji c(c†):
Gij(t, t
′) = −iΘ(t− t′)⟨{ci(t), c†j(t′)}⟩. (A.6)
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S Θ(t) smo ozna£ili Heavisidovo funkcijo, za katero velja:
Θ(t) =
{︄
0 ; t < 0
1 ; sicer.
(A.7)
Vijugasti oklepaj {•, •} predstavlja antikomutator, {A,B} = AB +BA. e bi ope-
rirali z bozonskimi operatorji, bi na tem mestu uporabili komutator. ⟨•⟩ ozna£uje
pri£akovano vrednost; ⟨•⟩ = Z−1tr(e−βH•).
V resnici je ena£ba(A.6) denicija retardirane Greenove funkcije Grij, ki opisuje pro-
pagacijo vzbuditve naprej v £asu. Heavisidova funckija skrbi za kavzalnost motnje.
Poznamo tudi avansirano Greenovo funkcijo
Gaij(t, t
′) = +iΘ(t′ − t)⟨{ci(t), c†j(t′)}⟩, (A.8)
ki opisuje propagacijo nazaj v £asu. Med seboj sta povezani s preprosto zvezo
(Grij(t, t
′))† = Gaij(t, t
′). Mi bomo praviloma uporabljali le retardirano Greenovo
funkcijo.
A.0.1 Spektralna reprezentacija
Ve£krat, posebej v translacijsko invariantnih sistemih, je bolj kot £asovno odvisna
Gij(t, t
′) zanimiva njena Fourierova transformiranka Gij(ω). e po deniciji izra£u-
namo termalno povpre£je v ena£bi A.6, tako da sled razpi²emo v vsoto po lastnih
stanjih |n⟩ ter |m⟩ in rezultat transformiramo s Fourierovo transformacijo, dobimo






| ⟨n| ci(0) |m⟩ |2





Argument Greenove funkcije je kompleksen z = ω + iη. Pozitivno realno ²tevilo
η smo dobili iz ra£una integrala Fouirerove transformacije, ki ga moramo izvesti
v kompleksni ravnini, saj je vrednost na realni osi slabo denirana (branch cut).
Taka Greenova funkcija je denirana na celotni kompleksni ravnini, za ra£une pri
realni ω pa moramo izra£unati limito limη→0+ Gii(ω + iη).
Zaradi preglednosti bomo privzeli zapis, ki ga je vpeljal Zubarev[24] in se pogosto
pojavlja v literaturi:
Grij(ω) = ⟨⟨ci; c†j⟩⟩. (A.10)
A.0.2 Ena£ba gibanja




′) = δ(t− t′)δij⟨{ci(t), c†j(t′)}⟩ − iΘ(t− t′)⟨{[ci, H](t), c†j(t′)}⟩. (A.11)




= [ci, H]. (A.12)
V Fourierovi sliki se ena£ba gibanja (A.11) glasi
ωGrij(ω) = δij + ⟨⟨[ci, H] ; c†j⟩⟩. (A.13)
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A.0.3 Gostota stanj in spektralna funkcija
Eksperimentalno gostoto stanj merimo tako, da sistemu dodajamo ali odvzemamo
elektrone, ki jim merimo energijo. Sistem ob tem ni v stanju brez elektronov, temve£
tipi£no v osnovnem stanju. V teoriji neinteragirajo£ih sistemov, od koder smo vajeni
pojma gostote stanj, nas to ne moti, saj dovoljeni energijski nivoji za nove elektrone
niso odvisni od elektronov, ki so ºe v sistemu. Tedaj je gostota stanj denirana kot
²tevilo enodel£nih stanj v danem intervalu enodel£ne energije.
V mnogodel£nih sistemih temu ni tako, saj enodel£na stanja niso dobro denirana.
Ko govorimo o gostoti stanj pogosto mislimo na spektralno funkcijo, denirano z
A(ω) := − 1
π
Im{G(r, ω)}. (A.14)
V denicijo vstavimo Lehmannovo reprezentacijo Greenove funkcije A.9

























(ω + (εm − εn))2 + η2
.
(A.15)
Za realno ω, torej v limiti η → 0+ velja η
x2+η2










δ(ω − (εm − εn)). (A.16)
Lepota tako denirane spektralne funkcije je v tem, da ravno to koli£ino, ime-
novano tudi lokalna gostota stanj, merimo z vrsti£nim tunelskim mikroskopom
(STM)[25][26]. To nam dovoli direktno primerjavo eksperimentalnih rezultatov z
izra£uni.
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Dodatek B
Spektralna funkcija v Kondovem
modelu
V tem delu dodatka bomo pokazali, kako sta povezana Andersonov in Kondov model.
Sledi izpeljava T matrike v Andersonovem modelu. Videli bomo, da je sorazmerna
z Greenovo funkcijo ne£isto£e. e deniramo spektralno funkcijo
A(ω) = − 1
π
Im{Gij(ω)}, (B.1)
in velja Gij(ω) ∝ T (ω), kjer je Gij(ω) Greenova funkcija ne£isto£e v Andersonovem
modelu, lahko spektralno funkcijo do predfaktorja natan£no izra£unamo z matriko
T .
B.1 Schrieer-Wolova transformacija
Andersonov model je mikroskopski model, ki opisuje sklopitev med ne£isto£o in pro-
stim elektronskim plinom. Je soroden Kondovemu modelu, izkaºe se, da je Kondov
model efektivni nizko energijski opis iste zike. Iz Andersonovega modela ga dobimo
s Schrieer-Wolovo transformacijo.
Hamiltonko Andersonovega modela zapi²emo




















j ck + h.c.). (B.3)
Operatorji c opisujejo elektrone, f pa so operatorji na ne£isto£i. Drugi in tretji £len
H se nana²ata na ne£isto£o, drugi opisuje energijo elektronov, tretji pa Coloumbski
odboj med njimi. Zadnji £len predstavlja sklopitev med ne£isto£o in elektronskim
plinom. Vsota te£e po valovnih vektorjih elektronov k in po orbitalah ne£isto£e j.
V reºimu εσ < 0 in εσ + U > 0 imata lastni stanji brez elektronov |0⟩ in z dvojno
zasedenostjo |2⟩ vi²jo energijo od stanj |±1⟩. Pri nizkih temperaturah lahko vi²ja
energijska stanja zanemarimo, ostane pa nam efektiven model ne£isto£e s spinom
1/2.
Deniramo projektor na nizko energijski prostor z lastnima stanjema |±1⟩ Pl in
projektor na visoko energijski prostor Ph = 1 − Pl. Hamiltonko z njuno pomo£jo
zapi²emo kot vsoto diagonalnega dela Hd = PlHPl + PhHPh in izvendiagonalnega
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dela λV = PlHPh + PhHPl. Nato zapi²emo Schrieer-Wolovo transformacijo, s
katero se ºelimo do prvega reda natan£no znebiti V :
H ′ = e−SHeS. (B.4)
eljen izraz
H ′ = Hd +
λ2
2
[S, V ] (B.5)



















S tako transformacijo dobimo efektivno hamiltonko nizko energijskega prostora
H ′ll = PlH
′Pl = PlHPl + Pl
λ2
2
[S, V ]Pl, (B.8)












To je isti izraz, kot ga sre£amo v £lenu Kondovega modela, ki opisuje sklopitev med
ne£isto£o in elektronskim prevodnim pasom. Jakost sklopitve je
Jkk′ = −V 2
(︃
1
εk − (εσ + U)
+
1







V reºimu energij blizu Fermijevega nivoja (torej pri nizki temperaturi), lahko εk
zanemarimo, dobimo pa konstantno jakost sklopitve
J = −2V 2 U
εσ(εσ + U)
. (B.11)
Iz Andersonovega modela smo torej v limiti nizke energije in s prav nastavljenimi
parametri dobili Kondovo hamiltonko. Zdaj ko vidimo, kako sta modela povezana,
se vrnimo na ra£un matrike T za Andersonov model.





















j ck + h.c.). (B.12)
Matrika T je denirana z Dysonovo ena£bo. e je sistem brez ne£isto£e homogen,
velja G0kk′ = δkk′G
0









B.2. Matrika T v Andersonovem modelu
Gkk′(z) je Greenova funkcija, kot smo jo denirali v dodatku A. G0k je nemotena
Greenova funkcija elektronskega plina. Potrebovali bomo ²e gibalno ena£bo, izraºeno
z Greenovo funkcijo:
z⟨⟨A;B⟩⟩ = ⟨[A,B]⟩+ ⟨⟨A; [H,B]⟩⟩. (B.14)





kck. Zapi²emo gibalno ena£bo
z⟨⟨ck; c†k′⟩⟩ = ⟨[ck, c†k′ ]⟩+ ⟨⟨ck; [H0, c†k′ ]⟩⟩. (B.15)
Oba komutatorja sta preprosto izra£unljiva, dobimo
[ck, c
†
k′ ] = δkk′ , (B.16)








Rezultat bomo uporabili kasneje.
Po enakem postopku lahko izra£unamo tudi Greenovo funkcijo celega sistema. Spet
zapi²emo gibalno ena£bo
z⟨⟨ck; c†k′⟩⟩ = ⟨[ck, c†k′ ]⟩+ ⟨⟨ck; [H, c†k′ ]⟩⟩. (B.19)
Komutator [H, c†k′ ] je zdaj sestavljen iz ²tirih £lenov. Rezultat komutatorja s H0 ºe
poznamo, Hf1 in Hf2 pa nimata elektronskih operatorjev, torej h komutatorju ne


















Zgornjo ena£bo gibanja torej zapi²emo:























Prvi £len na desni strani je o£itno ni£, za drugega pa dobimo po ºe znanih argumentih
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j ⟩⟩ = |V |2 ⟨⟨fi; f †j ⟩⟩. (B.25)
Na tem mestu ºe opazimo, da je zgornji izraz ravno Greenova funkcija ne£isto£e.
Dobljeno vstavimo nazaj v ena£bo (B.21):
z⟨⟨ck; c†k′⟩⟩ = δkk′ + εk′⟨⟨ck; c†k′⟩⟩+
1
z − εk
|V |2 ⟨⟨fi; f †j ⟩⟩ (B.26)
oziroma lep²e:
(z − εk′)⟨⟨ck; c†k′⟩⟩ = δkk′ +
1
z − εk
|V |2 ⟨⟨fi; f †j ⟩⟩. (B.27)
V predfaktorju leve strani in zadnjega £lena na desni prepoznamo nemoteno Gree-
novo funkcijo (B.18), ki jo ozna£imo G0k(z). V na ta na£in zapisani ena£bi prepo-
znamo Dysonovo ena£bo
G0k′(z)
−1Gkk′(z) = δkk′ +G
0
k′(z) |V |2 ⟨⟨fi; f †j ⟩⟩, (B.28)
kjer izraz |V |2 ⟨⟨fi; f †j ⟩⟩ ustreza matriki T (z). Ugotovili smo, da je v Andersonovem
modelu Greenova funkcija ne£isto£e, ki je po deniciji Gimpij (z) = ⟨⟨fi; f †j ⟩⟩, kar
sorazmerna matriki T . To pomeni, da je spektralna funkcija, ki je denirana z
A(ω) = − 1
π
Im{G(ω)} (B.29)
prav tako sorazmerna izrazu − 1
π
Im{T (ω)}. e upo²tevamo transformacijo, kot smo
jo pokazali v prej²njem poglavju, dobimo iz ena£be gibanja za Greenove funkcije v


















S σ je ozna£en spin. Spektralna funkcija Kondovega modela, ki jo ra£unamo z NRG,
je potem
A(ω) = − 1
π
Im{Tσ(ω)}. (B.32)
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